Exercices de colle en PCSI

17 février 2020

1 Semaines du 23 septembre 2019 & du 30 sep-
tembre 2019

1.1 Logique élémentaire

1. Traduire en francgais les assertions suivantes, et écire leur négation :
(a) ImeR, Ve el f(z) <m
(b) Ing €N, Vn e N, n > ng, up = Un,
(¢) JzpeI,Vzel, f(x) < f(xo)
2. Traduire :
(a) La fonction f admet un minimum (sous-entendu atteint)
(b) La fonction f est injective / elle ne prend pas deux fois la méme valeur

3. Déterminer toutes les applications f : N — R vérifiant la propriété sui-

vante :
Vm,n €N, f(m+n)=f(n)+ f(m).

(Analyse-synthése attendue.)

(a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe un unique
couple (p, ¢) d’entiers naturles tels que n = 2P(2¢+1). Donner d’abord
des exemples, trouver une méthode sur ces exemples et prouver le
résultat (par récurrence forte).

(b) En déduire que log,,2 = 111?7120 est irrationnel.

1.2 Applications entre ensembles
Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijec-
tives 7

1. f:N=>Nn—=n+1

2. 9:Z—Z,n—n+1

3. h:R?2 = R2 (2,9) — (z+y,z—y)



Exercice 2. Soient F, F deux ensembleset f : E — F. Soient A C Fet B C F.
Démontrer ’équivalence

fANB=g <+ Anf'(B)=2.
Exercice 3. Montrer
f injective <= VA, BC X f(ANB) = f(A)N f(B)

et dans ce cas vérifier que f induit une bijection sur son image.

1.3 Calculs algébriques

Exercice 4. Soit x € Ry. Montrer que pour tout n > 1, (1 +z)” > 1 + nax.

n 2k+3

Exercice 5. Calculer [],_; 5775

Exercice 6. Soit n un entier naturel non nul. Calculer successivement > _, j <, i+
7), Zlgi,jgn mln(Z,j),ZlSi’an max(%,j) et Z1§i,j§n |i—j|. Apreés avoir calculé
la seconde somme (normalement on trouve n(n + 1)?/6 si mon calcul est bon),

— zty—la—yl
montrer que max(z,y) = —5—=
siéme connaissant la derniére.

pour tous réels x,y et en déduire la troi-

1.4 Etude de fonctions réelles

Exercice 7. [Le logarithme n’est pas un polynome.|

1. Soit f un polynéme de degré n, f(z) = apa™ +... + a1+ ag avec a,, # 0.
Démontrer que ™~ " f(z) admet une limite non nulle en +oo.

2. On suppose qu’il existe deux polynomes P et @ tels que, pour tout x > 0
P(x)

Qx)

On note p le degré de P et ¢ celui de @ (par définition le nde f dans

la question précédente). Démontrer que 29 P Inx admet une limite non-
nulle en +o0.

Inx =

3. En déduire une contradiction d’apreés le cours.

Exercice 8. Soit g : R; — R définie par g(z) = (v —2)e” + (x 4 2). Démontrer
que g > 0 sur R;.

Exercice 9. Résoudre zV? = (,/z)".

Exercice 10. Soit f : R — R une fonction périodique admettant 2 et 3 comme
périodes. Montrer que f est 1-périodique.

Exercice 11. Soit f : R — R une fonction paire. On suppose que la restriction
de f a R_ est croissante. Que dire de la monotonie de la restriction de f a Ry ?



2 Semaines du 30 septembre 2019 & du 7 octobre
2019

Espaces vectoriels
Exercice 12. Montrer que I’ensemble des applications f : N — R vérifiant la
propriété suivante :

Vm,neN, f(m+n)=f(n)+ f(m)

est un espace vectoriel réel.
Exercice 13. Les ensembles suivants sont-ils des R-e.v?

1. E={feFR,R)| f bornée }
F={feFR,R)| f monotone }
G={(z,y,2) ER?|z+y+z2=0et z—3y =0}
Ensemble des suites réelles convergentes.

CUk W

Ensemble des fonctions paires de R dans R.
6. L’ensemble des fonctions de R dans R qui prennent la valeur 8 en a.

Exercice 14. Soit F un K-e.v, et soient F' et G deux s.e.v de F.

1. Montrer que F' U G est un s.e.v de E si et seulement si F© C G ou
G C F. Indication : pour le sens direct, raisonner par ’absurde, se donner
x€F\GetyeG\F etétudier le cas de = + y.

2. Plus généralement, si n est un entier supérieur ou égal a 2, montrez que
FE ne peut étre la réunion de n sous-espaces vectoriels strictement inclus
dans F.
Exercice 15. Ecrire les espaces suivants sous la forme d’un Vect.
1. {(z,9,2,t) € R* | x = 3y = 22+2t} [Par exemple (1,1/3,0,—1/2),(0,0,1,0).]
2. {(x,y,2) € R® | z + 2y = 22 + 2} |Par exemple (1,1/2,0),(0,1/2,1).]
Exercice 16. Dans les exemples suivants, montrer que les s.e.v F et G de E
sont égaux.
1. E=R3 F = Vect((1,1,3),(1,—-1,-1)), G = Vect((1,0,1), (2,—-1,0)).
2. E=R3 F = Vect((2,3,-1),(1,-1,-2)), G = Vect((3,7,0), (5,0, =7)).
3. E=R3F ={(z,y,2) € R3 | a+y+2z = 0}, G = Vect((1,1,-2), (1, —4, 3)).
4. E=RY F={(z,y,2,t) eR* |z +y+z+t=0et x—y+22—2t =0},
G={(z,y,2,t) R} | b +y+Tz—t=0et z — 3y + 3z — 5t = 0}.
Exercice 17. Soit f : R® — R3 l'application linéaire définie par f(z,y) =
(x + y,z — y,xz + y). Déterminer son noyau et son image. Est-elle injective,
surjective ?
Exercice 18. Soit E =C>®(R) et ¢ : E — E, f — f’. Cette application est-elle
linéaire ? Est-elle injective 7 Surjective 7 / Déterminer son noyau, son image.

Exercice 19. Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs
u = (1,0,0) et v = (1,1,1). Trouver un endomorphisme f de R? dont le noyau
est F.



3 Semaines du 14 octobre 2019 & du 21 octobre
2019

Exercice 20. Soit f € L(FE). Montrer les équivalences :
f?=0+<= Imf C ker f ; ker f? C ker f <= Imf Nker f = {0}.
Exercice 21. Soient f,g € L(FE). Montrer que
fkergo f) = kerg NImf.

Exercice 22 (Pour plus tard dans 'année). Soient E, F et G trois sous-espaces
vectoriels d’un espace vectoriel A.

1. Est-il viaique EN(F+G)=(ENF)+(ENG)?

2. Est-il vraique EN(F+(ENG))=(ENF)+(ENG)?
Exercice 23 (Pour plus tard dans I’année). Soit I un intervalle non réduit a
un point et £ = C(I,R).

1. Soit n € N* et A1 < ... < A, des nombres réels. Montrer que la famille

de fonctions (¢ — e’\it)lgign est libre dans E. Indication : on pourra
dériver.

Exercice 24. Soit p € £(R?) dont la matrice dans la base canonique est

1/2 0 —1/2
A= 172 1 1/2
-1/2 0 1/2

1. Montrer que p? = p. Déterminer une base (famille génératrice) de ker p
et une base (famille génératrice) de Imp.

2. Déterminer une base telle que la matrice de p dans cette nouvelle base

1 0 0
est 0 1 0
0 0 O

Exercice 25. Calculer A™ ou

A=

O O =
O~
=

Exercice 26. Soit
522 + 21z + 22
cx €)1, _—""_""cR
fiw el ool (x —1)(z+3)2
1. Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ tels que

a n b n c
x—1 z4+2 (z+3)2

Vel 40| f(z) =



2. (Potentiellement non traité) Trouver la primitive de f qui s’annule en 2

Exercice 27. Résoudre selon le paramétre m € R le systéme

Jx+y—z =1

r—2y+2z =m

rty—=z =1
Interprétation géométrique ?

Exercice 28. Résoudre le systéme

r+my = -3
mer+4y = 6

selon les valeurs de m € R et donner une interprétation géométrique.

Exercice 29. Suivant la valeur du paramétre «, résoudre le systéme

ar+y+z+t = 1
r4+ay+z+1 1
r+y+taz+t = 1
r+y+z+at = 1

Exercice 30. Suivant la valeur du paramétre m, résoudre

x + vy 4+ (1-m)z = m+2
14+m)x — y + 2z = 0
2z - my -+ 3z = m+2

[Systéme de Cramer ssi m # 0, £2, compatible ssi m # 2.]

Exercice 31. Suivant la valeur du paramétre m, résoudre

2

r — my + m°z = m
mr — mPy + mz = 1
mr + y — mdz = -1

[Systéme de Cramer ssi m # 0, 1, +4, compatible ssi m # 0, +i.|
Exercice 32. Soient a,b,c,z’,y’, 2’ six réels.
1. Soit f:R3 — R3 définie par

x + Y + z
flz,y,2) = ax + by + cz
ala—Dzx + bb-1) + cle—1)z

Déterminer les valeurs de a, b, ¢ pour lesquelles 'application f est bijec-
tive.



2. Déterminer le nombre de solutions du sytéme

x + y + z = 7
ax + by + cz = vy
ala—1)z + bb-—1) 4+ clc—1)z = 2

3. Déterminer I'image de R? par f.

[Systéme de Cramer ssi a, b, ¢ sont distincts. Sinon, il y a des solutions quels que
soit d € {a, b, c}.

On fait L2 — LQ — aLl, L3 — L3 — (a(a — 1))L1, L3 — L3 + (1 — (a + b)LQ
et on obtient le systéme

r + Y + z =0
(b—a)y +  (c—a)z =
(c—a)(ic=b)z = 0

o

ce qui permet de conclure. ]

4 Semaines du 4 novembre & 11 novembre 2019

Rentrée : toute I'algébre linéaire.

Exercice 33 (Trace). Soit n > 2. On définit la trace d’une matrice A € M,,(K)
comme la somme de ses coefficients diagonaux :

tI‘(A) = Z Ak k-
k=1

1. Montrer que la trace est linéaire.
2. L’application tr : M,,(K) — K est-elle injective ? Surjective ?
3. Vérifier que

VA,B € M,(K) tr(AB) = tr(BA).

Que peut-on dire de la trace de deux matrices semblables, c’est-a-dire
A = P7!'BP ou P est une matrice inversible ?

4. Peut-on trouver deux matrices A et B dans M,,(K) telles que AB—BA =
1,7

5. Exclu de lexercice a cette date. Soit f € L(R™). Montrer que la trace de
la matrice de f dans une base B ne dépend pas de la base B. On note ce
scalaire trf.

6. Idem. Déterminer la trace d’'un projecteur et d’une symeétrie.
7. Soit f une forme linéaire sur M, (K) telle que f(AB) = f(BA) pour

toutes matrices A, B € M,,(K). Montrer qu’il existe A € K tel que f =
Atr. (On pourra utiliser la base canonique.)



Exercice 34 (Algorithme de Gauss-Jordan matriciel appliqué). Déterminer, a
laide d’opérations élémentaires (sur les lignes), l'inverse de

1
M =

=)
e

1
1
0
1

O ==

(ils Uont fait en 3x8 avec un scalaire & la place du zéro en cours. EA = I,, avec
E produit de matrices d’opérations élémentaires). On doit trouver

-2 1 1 1
1 1 -2 1 1

-1 _ +
M= = 3 1 1 -2 1
1 1 1 =2

Exercice 35 (Un trés facile.). Soit la matrice

A= ( 32 ) .
1. Montrer que A est inversible et calculer son inverse.
2. Retrouver ce résultat en montrant que A% — 44 + I, = 0.
Exercice 36. Vérifier que
Y (A,B,C) € M,(K)®  tr(ABC) = tr(CAB).
A-t-on pour autant tr(ABC) = tr(BAC)?

Exercice 37. Soit u : Ro[X] — Ro[X], P+ XP" —2P' + P. On intruduit ici
Ro[X] comme l’ensemble des fonctions polynomiale de degré 2 sur R. On admet
qu’il s’agit d’un R-ev.

1. Quelle est la matrice de A de u dans la base canonique (1, X, X?) de

Ry [X]?
1 -2 0
0o 1 =2
0 0 1

2. A est-elle inversible 7 Si oui, déterminer son inverse.

1 -2 0 x o} x a+ 28+ 4y
0 1 -2 y |=| B8 |el|lvyv]|= B+ 2y
0 0 1 z ¥ z ¥
c’est-a-dire
1 2 4
At=10 1 2
0 0 1

(Vérifié sur Wolframalpha). Ainsi on est capable de résoudre, étant donné
Q un polynéme de degré deux, l’équation Q = XP" — 2P’ + P.



3. Calculer, pour tout k € N, la matrice A*. Indication : écrire A = I3+ N
ott N3 = 0.

Exercice 38. Soient A et B dans M,,(K) telles que
VX eM,K) AXB=0.

Montrer que A ou B est nulle. Indication : utiliser des matrices élémentaires.
(Si Uon suppose a;yj, # 0 alors AE;; B = 0 pour n'importe quel j et i = jo
donne bji, = 0 pour tout k. Ainsi B =0.)

Exercice 39. Montrer qu'’il n’existe pas de matrice X € Mj3(C) telle que

0
XZ2=11
0

—_— o O
S O O

Exercice 40. Déterminer deux éléments de Mo (K) tels que AB = 0et BA # 0.
Géneéraliser & M,,(K). (Matrices élémentaires.)

Exercice 41. Calculer la puissance n-iéme des matrices suivantes :

1 -1 1 1
(A ) -0 k)
Deviner puis prouver par récurrence
" 2n—1 _2n—1 1 2" —1
A = ( _9n—1 gn—1 )7 B = < 0 on >
Exercice 42. Soit A € M,,(R) une matrice nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe

p > 1 tel que AP = 0. Montrer que I,, — A est inversible, et déterminer son
inverse. Indication : penser aux sommes géométriques.

Exercice 43 (Déterminant par blocs). Soit
A B
M =
(0 ¢)
une matrice carrée par blocs ou A et C' sont aussi des matrices carrées. Montrer

que
det M = det A x det C.

Exercice 44 (Déterminant 1). Calculer

3 41
2 -1 5
1 -1 1

Exercice 45 (Déterminant 2). Calculer

St Qe O
o O
SO0 o



Exercice 46 (Déterminant 3). Calculer

a—b—c 2b 2c
2a b—c—a 2¢
2a 2b c—a—2>b

Exercice 47 (Déterminant 4). Calculer le déterminant de la matrice A =
(a;;) € Mp(K) ouVi,je€ [1,n], a;; = min(, j).

Exercice 48 (Vandermonde guidé). On se donne n + 1 scalaires ag, a1, ..., a, €
K et on considére le déterminant suivant

1 a9 a% s ag
1 a a? - a¥

V(a0>-"7an) =11

1 Gp—1 (12

nto

n
1 a, AR ar
En raisonnant par récurrence et en effectuant une manipulation sur les colonnes

et les lignes, montrer que

V(ag, ..., an) = H (a; —a;).
1<i<j<n
1. Commencer par tuer la premiére ligne par des opérations sur les colonnes.
2. Développer par rapport a la premiére colonne et appliquer 'hypothése

de récurrence.

Exercice 49 (Pour ceux qui ont la fibre). Soient A, A’ € M,,(R) deux matrices
réels semblables dans C, c¢’est-a-dire qu’il existe P € GL,(C) tel que

A =P tAP.

Montrer qu’il existe Q@ € GL,(R) telle que A’ = Q~*AP. Je dois retrouver
comme Uon fait... il faut écrire P = M + iN, en déduire que det(M + X N) est
un polynome non nul, donc qu’il existe un réel t tel que det(M + tN) # 0 et
prendre la matrice associée, qui convient.

5 Semaines du 18 novembre & du 25 novembre
2019

Exercice 50. Définir lim, , o f(z) = +oo. (Enchainer sur un exercice de
non-existence de limite méme infinie.)
Exercice 51. Déterminer lorsqu’elles existent les limites suivantes :

1. lim,_,o(sinz)(sin 1)

x



3. limy 0o VT + V2 — VI

Exercice 52. Montrer que = —
(Méme infinie.)

z2sina
1422

n’admet pas de limite lorsque z — oo.

E(

Exercice 53. Etudier la limite de z — % lorsque z — 0.

Exercice 54. Vérifier que pour tout x €]0,7/2|
U .
533 <sinz <=x

et en déduire la limite quand z — 0 de

T +sinz
zlnx
Exercice 55. Soit f : R — R une fonction réelle. (On suppose donc que f
est définie en xp). Montrer que si f admet une limite en zg alors |f| admet

également une limite en xg. (Si f est continue en xq alors |f| également. On se
rameéne toujours & £ = 0.) (Déja fait en cours.)

Exercice 56. Soit f,g: R — R que 'on suppose continues en zg (ie admettent
une limite en zg). Montrer que sup(f,g) et inf(f,g) également. (Indication :
exprimer max(x,y) en fonction de (x — y) et |x — y|).

Exercice 57. Etudier les limites a droite en 0 des fonctions suivantes :

f:xH{iJ g:m»—)x{iJ h:x— z? {iJ

1ls Uont ensuite fait en TD le 18 novembre....

Exercice 58. Etudier les limites suivantes

1 2
L i —=zenl
9. YTl onq
rx—1
z®fad5
3. Baitrezys € 0O
4. Va2 +2x —x en +00
2
5. e~ en 400
x4cosx
6' x+sin x en +0o
7. x;%ﬂi en +oo
2 .
8. 4 sin :v-‘rmSCOb(Sa:) en 400

Exercice 59. Calcul d’équivalents. Cf feuille de TD HX1 2013.

10



Exercice 60. Déterminer lorsqu’elles existent les limites suivantes en utilisant
éventuellement des équivalents

: 2z% —5x41
L limg 4o ﬁ

xvx2+1

i+

2. limw%()

Exercice 61.

1. Soit &g € RU {—00,400}. Soient f et g deux fonctions sur R. Montrer
que
lim(f —g) =0 <= /@ ~ 9@ 5 4
Zo

2. Dans chacun des cas suivants, montrer que f(z) ~ g(x) lorsque z — +o0.
Que peut-on dire de ef(*) et e9(*) ?

(a) fla) =35 et g(a) = 2=
(b) flx)=xz+1letglx)=x+2
(€) fl@)=a+ etglx)=2
3. Peut-on composer les équivalent ? (f ~ ¢ implique-t-il ho f ~hog?

6 Semaines du 2 décembre & du 9 décembre 2019

« Attention, je n’ai pas eu le temps de démontrer le thm de dérivation

des fonctions composées ce matin (ne pas la poser en QC) mais je vous invite

fortement & faire dériver au moins une fonction composée a chaque
étudiant (apres

qu’ils aient soigneusement justifié la dérivabilité, ¢a va sans dire). Je n’ai pas
non plus parlé

de fonctions de classe C~1. Essayer aussi de faire appliquer le TVI (ou
le thm de la bijection)

au moins une fois a chaque étudiant. »

Exercice 62.
1. Soit f:[0,1] — [0, 1] continue. Montrer que f a au moins un point fixe.
2. Soient f,g:[0,1] — [0, 1] continues et telles que
feg=gof.
Montrer qu'’il existe g € [0, 1] telle que f(zg) = g(xo).

Exercice 63. Soit f une application continue et décroissante sur R. Montrer
que f admet un unique point fixe.

Exercice 64 (nécessite la densité de Q dans R). 1. Déterminer toutes les
fonctions continues sur R telles que

V(z,y) €R® flz+y) = fz) + f(y).

11



2. Déterminer toutes les fonctions continues en un point vérifiant la pro-
priété précédente.

3. Comment peut-on procéder si ’on suppose f dérivable ?

Exercice 65 (nécessite la densité de Q dans R). Déterminer toutes les fonctions
continues sur R telles que

VeeR f(2x+1) = f(x).

Exercice 66.

1. Donner par un dessin l'interprétation géométrique de « f fonction conti-
nue sur R admet un point fixe.

2. Soit f une fonction continue sur R tel qu'il existe a vérifiant fo f(a) = a.
La fonction f a-t-elle des points fixes ? Indication.

(a) Faire un dessin.
(b) Ensuite, séparer les cas : f(a) =a, a < f(a) et f(a) < a.
(¢) Etudier comme d’habitude g = f — id.

Exercice 67. Sur quelles parties de R les fonctions suivantes sont-elles conti-
nues, dérivables? (Et calculer la dérivée ?)

L fiaoe {xsin(l/m) x#0
0 z=0

2. g:x—

2?sin(1/z) x#0
0 z=0

Exercice 68 (Le petit monstre). Soit f : R — R définie par

sit#0et f(0)=0.
1. Justifier que f est continue en zéro.

2. Justifier que f est dérivable en tout point de R*. Calculer sa dérivée.
Quelle est sa limite en zéro ? Est-elle continue en zéro 7

3. Calculer f” et expliquer ce qu’il se passe.

£ty = T e (—j)

ou P, est une suite de polynomes définie par récurrence.

sin(1/x)

iste ?
/e existe !

Exercice 69. lim,_,

sin(2z?)+tan(522)
(7z)(tan(2z)+sin(4x))

Exercice 70. lim; o o

12



Exercice 71. Donner un développement limité & I’ordre n indiqué en x = 0
des fonctions suivantes

1. tanz (n=25) (vép. x—i—%—i—%—i—o(ﬁ))

2. e"In(l+z) (n=4) (vép. 24+ % +Z +o(ah))

3. In(1 —sinz) (n=4) (rép. —x — %2 - %3 - % + o(z?))
4. arctan(e®) (n=3) (rép. T+ 5 — % +o(2?))

Exercice 72. Donner un développement limité & lordre 2 en 2y = 1 de
(Inz)/22.

Exercice 73. Soit f une fonction de classe C? sur R, calculer

L )+ fa—h) —2f(a)
h—0 h2

Exercice 74. Soit f une application de classe C? sur R, calculer

y fla+3h)—=3f(a+h)+3f(a—h)— f(a—3h)
im
h—0 h3

Exercice 75. Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) = 2¥22+L

x—1

1. Donner le développement limité de f a 'ordre 2 au voisinage de 0.
En déduire la tangente Ty a Cy en 0 et leurs positions relatives.

2. Montrer que f(z) =z + 1+ % +o (%) lorsque x — oo. En déduire la
branche infinie de Cy en +oo.

Exercice 76 (Régle de 'Hopital. Nécessite Role.). Soient f et g : [a,b] — R
dérivables sur |a; b| et telles que Vz €la, b, ¢'(x) # 0.

1. Montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(0) = fla) _ f'(c)
g(b) —g(a)  g'(c)
On commencera par justifier que le membre de gauche est bien défini et

on pourra considérer f — Ag, A € R bien choisi. De telle sorte de pouvoir
appliquer Rolle a f — A\g et bingo !.

2. En déduire que si
/
1@,
9'(x)

aussi.

f(@)—f(a)
g(w)—g(a)

3. Application : calculer les limites suivantes.

quand z — a7 alors

z—sinx
3

(a) llmo

(b) limg 2OE2)=

13



Exercice 77. Soit f une fonction dérivable sur R.
1. Montrer que f est paire si et seulement si f’ est impaire.
2. Montrer que si f est impaire, f’ est paire. Que dire de la réciproque ?

3. Montrer que si f est périodique, f’ est périodique. Que dire de la réci-
proque ?

Exercice 78.

1. Montrer que pour tout n € N, I’équation tanx = x admet une unique
solution dans | — 5 + nm, T + nn[, que 'on notera z,. On définit ainsi
une suite (zp)n>0-

2. Montrer que

(a) z, ~ nm Celui-ci est « évident ».

jus

(b) xp—nm— 5~ —% D’abord montrer que x,, —nm admet une limite qui
est w/2. On admettera éventuellement que la fonction tangente définit
une bijection de | — /2, 7/2[— R... ensuite, écrire x, =nT+ 5 +&,
ot €, = o(1) et montrer tan(z,) ~ —1/e,. En déduire un équivalent
POUT Epy .

3. Chercher un équivalent de z,, —nm — 5 + n%r Pousser le dévelooppement
limité de tan(5 +¢ey,). On retrouve les deux premiers termes et on obtient
le troisieme.

_ T 1, 1 1
4. Montrer que z, = nm + 3 —+t g toO (ng).

Exercice 79.

1. Montrer que pour tout n € N* 'équation z3 +nz = 1 admet une unique
solution que ’on notera x,,.

2. Montrer que 0 < x,, < % En déduire la limite de (z,).
+o(3).
— % +o0 (%) Réinjecter x,, = % + e, ot ne, — 0.

Tout multiplier par n3, faire apparaitre ne,, quasiment partout et conclure
4
n*e, — —1.

3. Montrer que z,, =

3= 3=

4. Montrer que x,, =

7 Semaines du 16 décembre 2019 & 06 janvier
2020

Exercice 80. Ecrire sous forme algébrique
15
14i
L (E)
2. (1+75)3+(1+ 52?3

Exercice 81 (Formes exponentielles...). 1. Ecrire sous forme trigonométrique
ou exponentielle

(@) ( ‘{‘i—ii)%n
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(b) 1+ ¢
(c) 1—e?
(d) et + 61‘9’
2. Soient o, B € R et a = €' et b = 7. Simplifier g—fg et %'
Exercice 82. Calculer (1 + )", (1+ %) et (1 +j2)" de deux maniéres diffé-
rentes. On pose ....
Exercice 83.
1. Déterminer les nombres complexes z tels que 1, z et 23 soient alignés.

2. Déterminer les nombres complexes z tels que (1, z, z + i) soient les affixes
des sommets d’un triangle dont le cercle circonscrit a pour centre 1’origine
du repére.

Exercice 84. Résoudre dans C :
1. (mf =1
z—i
2. 1+2)"=(01-2)"
Exercice 85. Soit P(z) = 2% —32% + 222 =32+ 1
1. Montrer que si z est une racine de P, alors Z en est également une.

2. Calculer P(1 + i).
3. Résoudre P(z) = 0.

Exercice 86. Soient A, B, C' trois points d’affixes respectives a, b, c. Montrer
que les assertions suivantes sont équivalentes.

— Le triangle ABC' est équilatéral.

— 4 ou j2 est racine du polynoéme aX? +bX +c

— a?+ b+ =ab+bc+ca

Exercice 87. Calculer les racines carrées de z = 8 — 6i. [Analyse-synthése
brute.]

Exercice 88. Déterminer les complexes z non nuls tels que
1
2l =|-| =z —1].
z
[Remarquer qu’alors |z| = 1. Faire un dessin et chercher 'argument de z avec
le?? —1| = 1]

Exercice 89. Calculer (1 —4+/3)7. [Trouver une forme exponentielle pour 1 —

iv3.]

Exercice 90. Exprimer sin(50) en fonction de sin(6) et en déduire la valeur de
sin(m/5).

Exercice 91. [Plus long et plus dur. Nécessite résolution des éq.]
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1. Calculer les racines n-iémes de —i et 1+ 4. [Passer par la forme exponen-
tielle par exemple.|

2. Résoudre dans C I'équation 22 — 2z + 1 —i = 0.
3. En déduire les solutions complexes I'équation 22" — 2" +1 —4 = 0.

Pour la rentrée : interprétations géométriques, résolutions du type ® = 0,
manipulations algébriques...

Exercice 92 (Résolution d’équations). 1. Résoudre 23 — 22 (1+24)+2(9i —
1) — 2(1 + 5i) = 0 sachant qu’elle admet au moins une racine réelle.

2. Résoudre 23 +2(1—cos0)z? + (1 —4cos )z +2 = 0 sachant qu’elle admet
une solution qui ne dépend pas du paramétre 6.

8 Semaine du 13 janvier 2020 & 27 janvier 2020

Exercice 93. Résoudre 3 +y = e~ % + e~ 2%, [Utiliser linéarité ]
Exercice 94. Résoudre dans R 1’équation différentielle y” + 2y + 4y = 0.

Exercice 95. Déterminer les solutions sur R de y” + 2iy = 0 valant 1 en 0 et
de limite nulle en +oo.

Exercice 96. Résoudre
1. 2" +wdz =0 ot wg = \/k/m > 0 avec z(tg) = xg et 2’(tg) = vo
2. 2" +wir = Aot wy = /k/m >0 avec z(tg) = xo et 2’ (to) = vo

Exercice 97. Déterminer les solutions de l’équation différentielle ¢/ + y =
4ch(t).
Exercice 98. Résoudre les équations différentielles suivantes [Bibmath]

1. 7y +2y =223 — 522+ 42— 1

2.y +y=uae’ "
Exercice 99. Résoudre

Ly —4y +3y=2x +1)e™*

2. y// _ 2y/ +y= ($2 + 1)690 + e3t
Exercice 100. Résoudre sur R I’équation

y' +4zy + (34 42%)y =0

m2

en introduisant la fonction z(x) = e* y(z).

Exercice 101. Résoudre
(1+2)y" +ay —4y=0

en posant z = sh(¢).
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Exercice 102. Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que

/ " floyar] = / |

Montrer que f garde un signe constant sur [a,b]. Se ramener & une intégrale
positive et conclure a l'aide d’un théoréme de cours.

Exercice 103. Soit f : [a,b] — R continue. Démontrer que sa valeur moyenne
est atteinte : il existe ¢ € [a, b] tel que

b
fe) = 5 [ fwar

Encadrer Uintégrale puis utiliser le TVI (amélioré, ie image du segment).

Exercice 104 (Série harmonique alternée). Pour n > 0, on définit

1 n
I, = / v dx
o 1+=z
1. Démontrer que la suite (I,,) tend vers 0.

2. Pour n > 0, calculer I, + I}, 4.

3. En déduire lim, 00 D5 (;j_)lk. (In2)

Exercice 105 (Cesaro pour les intégrales). Soit f : [0, +oo[— R une fonction
continue admettant une limite finie a en +o00. Montrer que

1 T

T——+00

Exercice 106. On note, pour n > 1,
Q:f dv
Soit « € [0, 1].

1. Démontrer que, pour tout n > 1,

<I,<1
1+am —

en encadrant d’abord [ puis f;
2. Démontrer que la suite (7,,) ainsi définie est croissante.
3. Déduire de tout ceci qu’elle converge vers 1.

4. En s’inspirant du modéle précédent, étudier

w/2 )
J” — / efnsmtdt'
0
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Exercice 107. Calculer I'une des intégrales suivantes :

1 tat
L f, T

1 . L
. fo % reconnaitre dérivée de arctan

[N

/2 dt
fO Vv1—1¢2

Lym = f027r cos(mt) cos(nt)dt ....

- W

9 Semaines du 3 février & 10 février 2020

EDLT1 et intégration (cf exercices quinzaine précédente!)

Exercice 108. Trouver toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que
Ve e R f/(x)f(—x) = 1. On pourra introduire la fonction o(x) = f(x)f(—x).
On dérive et pouf! on trouve ¢. En remarquant que cette derniére est paire, il
ne reste plus beauoup de solutions...

Exercice 109 (Racordement). On considére ’équation différentielle zy’ + y =
2x
x24+1"

1. Reésoudre I’équation sur ]0, +oo| et sur | — oo, 0].

2. Montrer qu’il existe une unique solution sur R.

Exercice 110. Soit f une fonction continue sur [0, 1] telle que fol f(t)dt =0 et

fol tf(t)dt = 0. Montrer que f s’annule au moins deux fois sur ]0, 1[. Raisonner
par labsurde, deuz fois.

Exercice 111. Soit a € R. Résoudre sur les intervalles adéquats 1’équation
différentielle
xy —ay = 0.

Exercice 112. Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs dans R telle que

fol f(t)dt = 1. Montrer que f admet au moins un point fixe dans [0, 1]. Etudier
x— f(x) —x en raisonnant par l'absurde et utilisant la continuité.

Exercice 113. Soient deux réels a < b et f, g deux fonctions continues sur [a, b]
avec g positive.

1. On admettra qu’une fonction continue sur un segment fermé est borné et
atteint ses bornes, c¢’est-a-dire qu'il existe des réels m et M, et o, 8 € [a, ]
tels que m = f(a) < f(x) < M = f(B8). Montrer qu’il existe un réel ¢
dans [a, b] tel que

b b
/ F(Dg(t)dt = f(c) / o(t)dt.

2. Soit f continue au voisinage de 0.
(a) Calculer lim, o 25 [o tf(t)dt.
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(b) Calculer lim,_ fh IO g
Exercice 114. Soit f une fonction continue et positive sur Ry. On suppose

qu’il existe un réel k positif tel que :

Vo eR. flz)< k/x F(t)dt
0

Montrer que f est nulle. Si besoin on admettra qu’une fonction continue sur un
segment est bornée. Indication : remarquer que L : f — k fo t)dt est positive,
et appliquer L a linégalité, une fois, deux fois, n fois...

Exercice 115 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Théorique, intégralle de Rie-
mann, pour plus tard ! Soient deux réels a < b et f une fonction a valeurs réelles
définie sur [a, b], telle que pour tout n € N,

b
= fwea

1. Montrer que si f est de classe C! sur [a, b] alors la suite (¢, (f)) converge
vers 0.

soit bien définie.

2. Etablir un résultat analogue dans le cas ot f est une fonction en escalier
sur [a, b].

3. Peut-on étendre ce résultat au cas ou f est une fonction continue sur

[a,b] ?
Calculs.

Exercice 116.
1. Soit f continue sur [a,b] telle que Vo € [a,b], fla+b—2z) = f(z).

Montrer que
b
a+b
| attayda /f
Licite ?

2. Calculer fﬂ %dm

Semaine du 10 février : EDLI et Suites.

Exercice 117. y' —ytanx = cos?(z) sur | — 7 /2, 7/2[. On trouve x — \/cos(x)

en solution homogéne et en variation de la constante, X' (z) = cos®(z) = (3 cos(z)+

cos(3x))

Exercice 118. Solutions de

ty'(t) = (t+ Dy(t) =t

sur R.
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Exercice 119. Solutions de
y'(t)sint — y(t) cos(t) = e sin?t

sur |2nm, (2n+1)7w[. Penser a faire un changement de variable pour se simplifier
la vie.

Exercice 120 (D). PAS EDLI1. Soit f une focntion de classe C? sur R telle
que "+ f > 0. Montrer que pour tout z € R, f(xz + )+ f(x) > 0. Indication.
Poser ¢ = f" + f et résoudre f" + f = ¢ puis exploiter ¢ > 0.

Exercice 121. Soient (u,) et (v,) deux suites réelles convergeant respective-
ment vers £ et £'.

1. On suppose que £ = ¢'. Montrer que la suite (min(u,,v,)) converge vers

L.
2. On suppose que £ < ¢'. Montrer que la suite (min(uy,, v,)) converge vers
L.
Exercice 122.
1. Donner un exemple oul (ugy,) et (ugn4+1) convergent mais pas (uy,).
2. On suppose que (uszy,), (uant+1) et (us,) convergent. Prouver qu’il en va

de méme pour (uy).

Exercice 123. Soit (u,) une suite & valeurs dans Z, convergente. Montrer que
(uy,) est stationnaire

Exercice 124. Soit (u,) une suite de réels positifs vérifiant ungi + % pour
tous k,n € N* . Démontrer que (uy,) tend vers 0.

Exercice 125 (Moyenne arithmético-géométrique).
1. Pour (a,b) € R%, établir 2v/ab < a + b.

2. On considére les suites de réels positifs (u,,) et (v,) définies par
U =a vg=20b

Upt1 = /Uy
Uy, + Un
2
Montrer que pour tout n > 1, u, < vy, Up < Upt1, €6 Vpy1 < Uy

Un4+1 =

3. Etablir que ces deux suites convergent vers une méme limite. Elle appelée
moyenne arithmético-géomeétrique de a et b et est notée M (a,b).

Exercice 126 (Mines-Ponts PC 2019). 1. Soit n € N avec n > 2. Montrer
que ’équation z" = x + 1 posséde une unique solution sur Ry, que 'on
note x,,.

2. Montrer que la suite (z,),>2 converge vers 1.
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3. Donner un développement asymptotique & trois termes de x,, .

Exercice 127 (Centrale PC 2019). Montrer que pour tout n € N, ’équation
tanz = z admet une unique solution dans | — § 4 nm, 5 + n7[, que I'on notera
Zp,. On définit ainsi une suite (z,,)n>0.

1. Montrer que

(a) xy ~ nm Celui-ci est « évident ».

s

(b) xp—nm—% ~ —% D’abord montrer que x, —nm admet une limite qus
est w/2. On admettera éventuellement que la fonction tangente définit
une bijection de | — /2, 7/2[— R... ensuite, écrire x, =nT+ 5 +e,
ot €, = o(1) et montrer tan(z,) ~ —1/e,. En déduire un équivalent
POUT Epy .

2. Chercher un équivalent de z,, —nm — 5 + % Pousser le dévelooppement
limité de tan(5 +¢ey,). On retrouve les deux premiers termes et on obtient
le troisieme.

3. Montrer que z,, =nm + % — -1 + L+ 0 ().

Exercice 128.

1. Montrer que pour tout n € N* I'équation 23 + nz = 1 admet une unique
solution que ’on notera x,,.

2. Montrer que 0 < z,, < % En déduire la limite de (z,).

3. Montrer que z, = 1 +o(L).

== 7%4 +o0 (%) Réinjecter x, = - +&n o ne, — 0.

Tout multiplier par n®, faire apparaitre ne,, quasiment partout et conclure

ne, — —1.

1
n
1

4. Montrer que x, = L

Exercice 129 (Mines-Ponts PC 2019). Etudier la suite (u,,) définie par ug € R*.

et
(=)
Up4+1 = In .
Un,

10 Semaines du 17 février & ? ? mars 2020

Suites et dénombrement. Reprendre exercices suites ci-dessus.

Exercice 130 (Régle de D’Alembert). Soit (u,) € (R%)N. On suppose que
(Un+1/un) converge vers une limite £.

1. Si ¢ < 1, montrer que (uy) converge vers 0.

2. Si £ > 1, montrer que (u,) diverge vers +oc.

3. Que dire quand £ =17

Exercice 131. Etudier la converence des suites complexes (2,,) définies par
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1. 2, = @, +iy, avec (zo,Yo) fixés et Tpi1 = 2(Tn—Yn) €t Yni1 = 3(Tn+yn)
Exprimer z,41 en fonction de z,. On trouve z, 1 = %(1 +1i)z, . Trouver
argument, période...

2. Zpy1 = %zn—i—l Si traitement bon auparavant. Suite arithmético-géométrique :
trowver une limite probable (point fize), et la retrancher.

Exercice 132. On considére la suite complexe (z,) définie par zy = re?? (0 €
| —m, ) et

Zn + |22l

—

On note 7, le module de z, et 6, un argument dans | — m, 7].

Zn+1 =

1. Effectuer la construction géométrie de z,,+1 & partir de z,.

2. Exprimer 7,41 et 0,41 en fonction de 7, et 6,, , et en déduire la limite
de (0,,). Arc moitié ou calcul explicite du module.

3. Etudier la suite u,, = r,, sin(6/2") et en déduire r, et lim r,,, puis la limite
de (zn,). La suite (uy,) tend vers zéro car r,, est borné (ce qui se montre
par récurrence). Remarquer qu’en fait u, = S(z,) et que up41 = ... —
est une suite tres simple ! Expression de r, triviale et ok.

Exercice 133. Soit (uy,)nen la suite définie par récurrence par ug = 2 et w41 =
1. Montrer que u,, existe et u,, > V2 pour tout n € N.
2. Montrer que pour tout n € N

|w, — \@P

|un+1 - \/§| § 2

2 —
Indication : wn41 — V2 = %M < %\un —V2|? car u, > 1.

3. En déduire que pour tout n € N

1
un = V2| < ooy

22"—1

et donner la limite de (uy,).
4. Combien de termes de la suite faut-il calculer pour avoir une approxima-
tion de v/2 4 107190 pres?
Exercice 134. Donner le terme général et étudier la convergence des suites
définies par (ug,u;) € R? et
1. Up4+2 = Up41 — %Un
2. Upg2 = Upg1 — %un
3. Upia = %(un—&-l + un)
4

. Up42 = Upt1 + Uy hihi
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Exercice 135. H, = 22:1% pour tout n > 1, u, = H, —Inn et v, =
H, —1In(n 4+ 1). Deux fagons de calculer la limite de H,,.

1.
(a) Montrer que pour tout n € N*,

1 <In ntl < l
n+1— n n
Indication : étudier une bonne fonction ou utiliser une inégalité de
convezité, si connue.

(b) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

(c) En déduire l'existence d’une constante v et d’une suite (w,,) tendant
vers 0 tels que H,, = Inn + 7 + w,. (constante d’Euler)
(d) Limite de H,,?

(e) Limite de >3, +7

(a) Montrer Ho,, — H,, > %
(b) En déduire H,, — +00.
n—oo

Exercice 136.
Soit E un ensemble fini de cardinal n = |E|. Soit A une partie de E, de
cardinal p.

1. Quel est le nombre de parties a k éléments de E contenant exactement
un élément de A7

2. Quel est le nombre de parties a k éléments de E contenant au moins un
élément de A7
Exercice 137. Le but de cet exercice est de dénombrer le nombre d’applications
strictement croissantes de [1,p] dans [1,n].
1. Remarquer qu’une telle application est injective.

2. En déduire une condition sur n et p pour que I’ensemble que l'on dé-
nombre ne soit pas vide.

3. ..

Exercice 138. Soit F un ensemble fini. Montrer que

> X =n2h

XeP(E)

Indication : faire le changement de variable Y = X ou bien diviser la somme
selon le nombre d’élements de X.
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Exercice 139. Calculer

> IxXny]

X,YeP(E)

> xuyl

X, YEP(E)

et

Indication : procéder en séparant la somme selon le cardinal de l'intersection.
Utiliser l’exercice précédent éventuellement pour la seconde question.
Normalement cela donne :

zn: > IXny]

I
[

ol

—

k=0 |XNY|=k k=0 |XNY|=k
n n—k n—k—j
n n—=k n—k—j
CEQEC)ECT)
k=0 §=0 £=0
n n—k
_ 3 k(“) x (” - k) x gk
k - J
k=0 7=0
_ - n n—=k
= Z k(k) X 3
k=0
n—1 n—1
— n Z ( Iy ) x gn-i-k
k’=0
_ n4n—1

Exercice 140. [Formule du crible.] Soit Fy, ..., E;, une famille d’ensemble finis.
1. Montrer que |Ey U Es| = |Eq| + |E2| — |E1 N Es.

2. Montrer que |E1UE2UE3| = |E1|+|E2|+|E3| - |E1 ﬂEQl - |E1 ﬂEgl -
|Es N Es| + |Ey N Ey N Es).

3. Montrer par récurrence que

n

= Z (—1)F+ Z | Nier Ei

k=1 I1C[1,n],||=k

n
U &
k=1

Exercice 141. On dispose de 12 mouchoirs identiques, qui ne différent que par
leur couleur : 5 sont bleus, 4 sont verts et 3 sont rouges. On forme une pile
constituée de tous ces mouchoirs.

1. Combien peut-on former de piles différentes ?

2. Dans combien de ces dispositions retrouve-t-on les mouchoirs rouges au
dessus de la pile 7

Exercice 142.
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Exercice 143.
Exercice 144.
Exercice 145.
Exercice 146.
Exercice 147.
Exercice 148.
Exercice 149.
Exercice 150.
Exercice 151.
Exercice 152.
Exercice 153.
Exercice 154.
Exercice 155.
Exercice 156.
Exercice 157.
Exercice 158.
Exercice 159.
Exercice 160.
Exercice 161.
Exercice 162.
Exercice 163.
Exercice 164.
Exercice 165.

Exercice 166.
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