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Introduction

L’appellation «conjecture de Manin» désigne initialement un ensemble de prédictions faites par
V. Batyrev et Y. Manin dans [BM90] concernant le comportement asymptotique du nombre de
points rationnels de hauteur bornée sur une variété définie sur un corps de nombres. La terminologie
« conjecture de Manin géométrique » désigne alors des analogues pour les courbes rationnelles des
conjectures énoncées dans le cadre arithmétique. L’analogie naturelle avec les corps de fonctions
de dimension un, associée à des techniques issues du Programme du Modèle Minimal [KM98] a
notamment permis de comprendre des phénomènes d’accumulation de courbes rationnelles.

Plus précisément, étant donnée ϕ une courbe rationnelle dans une variété projective et lisse X,
c’est-à-dire un morphisme depuis la droite projective P1 vers X, il est naturel de lui associer une
classe

degϕ :
{

NS(X) −→ Z
L 7−→ deg(ϕ∗(L))

dans le dual du groupe de Néron-Severi (cf. Définition 1.3.1), appelée multidegré. Étant donnée une
classe α dans le dual NS(X)∨, on sait depuis A. Grothendieck que les morphismes ϕ de multidegré
α sont paramétrés par une variété quasi-projective Mor(P1, X, α) [Deb01, Chapitre 2]. Si KX est
un diviseur canonique de X, par un argument de déformation, la dimension d’une composante
de Mor(P1, X, α) est minorée par −KX · α + dim(X) et cette dernière quantité est la dimension
dite attendue. Deux problématiques sont soulevées. La première est l’existence de composantes de
dimension trop grande, c’est-à-dire strictement supérieure à celle attendue. Les morphismes ϕ qui se
factorisent au travers de morphismes finis non triviaux ont des chances de fournir des composantes
de dimension trop grande. L’exemple le plus simple d’une telle factorisation est l’inclusion d’une
sous-variété stricte et on parle alors de sous-variété accumulatrice (pour un fibré en droites donné).
Dans le cas des variétés de Fano, les travaux de B. Lehmann, S. Tanimoto et Y. Tschinkel [LT19 ;
LTT18] ont permis de montrer que l’image de tels morphismes est contenue dans un fermé strict de
X. Il s’agit du premier résultat important présenté dans ce mémoire ; nous en énonçons ci-dessous
un cas particulier, cf. Théorème 4.1.1.

Théorème. — Soit X une variété de Fano. Il existe un fermé strict de X contenant toute sous-
variété accumulatrice pour le fibré anticanonique.

Il est alors possible d’en déduire que toute composante non vide dont l’image n’est pas incluse
dans le fermé strict V du théorème ci-dessus est une bonne composante au sens suivant. Il s’agit
du deuxième résultat important de ce mémoire, cf. Théorème 4.2.5.

Théorème. — Soit X une variété de Fano et V le fermé strict associé. Pour toute classe α de
NS(X)∨, toute composante de Mor(P1, X, α), dont l’image dans X n’est pas incluse dans V , est
de la dimension attendue et paramètre une famille dominante de courbes rationnelles.

La seconde problématique concerne le nombre de composantes et fait l’objet d’une conjecture
de Batyrev : étant donné un fibré L nef et gros, le nombre de composantes de Mor(P1, X, α)
serait borné par une fonction polynomiale du L-degré de α. Cette conjecture peut être précisée : le
degré attendu du polynôme s’exprimerait en termes de contraction de faces, cf. Conjecture 5.1.3.
D’une part, l’étude de cette conjecture est l’occasion de développer des techniques de comptage des
composantes de l’espace des courbes stables de genre zéro, techniques qui se révéleront utiles par la
suite. Les bonnes composantes sont alors celles paramétrant des chaînes de courbes libres. D’autre
part, modulo une hypothèse forte sur le degré des composantes des courbes stables considérées, on
aboutit à une majoration polynomiale du nombre de composantes, cf. Théorème 5.4.1.
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Ces deux problématiques conduisent alors d’abord à discerner par une définition claire les bonnes
composantes de Mor(P1, X), dites composantes de Manin, ensuite à formuler une conjecture de
Manin géométrique, cf. Conjecture 6.3.1. Celle-ci est vérifiée dans un certains nombre de cas connus
[Tho98 ; KP01 ; Bou16 ; Tes06].

La dernière partie de ce mémoire est consacrée à l’étude de ces volumes de Fano. On y donne
une description complète des composantes de l’espace M0,0(X, d) des applications stables de degré
d > 2 : il y a exactement deux composantes, dont on caractérise un élément général, cf. Théorème
7.3.1.

Théorème. — Soit X un volume de Fano de rang de Picard 1, d’index 2 et de degré au moins 2,
générale dans son module si de degré 2. Toute courbe de degré au moins 2 est représentée par une
et une seule composante de Manin.

On déduit de cette étude que la Conjecture 6.3.1 est vérifiée dans le cas de certains volumes de
Fano, cf. Corollaire 9.3.1.

Remerciements. — Je remercie Emmanuel Peyre d’avoir proposé ce sujet et encadré ce mémoire,
pour ses explications nombreuses, ses conseils et sa disponibilité dans un contexte contraint de
stage à distance.

Conventions mathématiques. — Un point général d’un schéma est un point contenu dans le com-
plémentaire d’un fermé de Zariski strict. Un point très général est un point contenu dans le com-
plémentaire d’une union dénombrable de fermés de Zariski stricts.

Tous les schémas considérés dans ce mémoire sont séparés et noethériens. Un schéma propre est
un schéma de type fini et propre sur un corps k. Une variété désigne un schéma intègre de type
fini sur un corps, et toute sous-variété sera supposée fermée.
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PARTIE I. DIVISEURS, COURBES ET MODÈLE MINIMAL

1. Cônes de diviseurs

1.1. Rappels préliminaires. — On rappelle ici quelques définitions et propriétés essentielles,
en renvoyant à [Har77, Chapitre II.6] ou [Deb01, Chapitre 1] pour les démonstrations.

Si X est un schéma normal, un diviseur (de Weil) est une somme formelle finie D =
∑
i diDi de

sous-schémas intègres de X de codimension 1, où les di sont des entiers relatifs et les Di distincts.
Un diviseur est dit principal s’il est le diviseur d’une fonction rationnelle sur X. Lorsque on choisit
les di parmi les nombres rationnels, on parle de Q-diviseurs, et D est dit effectif si tous les di sont
positifs ou nuls.

De façon duale, un 1-cycle est une somme formelle finie
∑
i aiCi à coefficients entiers de courbes

irréductibles dans X. Un 1-cycle est dit effectif si tous les ai sont positifs.

Définition 1.1.1. — Soit (X,O) un espace annelé. On définit le groupe de Picard de X, noté
PicX, comme étant le groupe des classes d’isomorphisme de faisceaux inversibles sur X, muni de
l’opération induite par le produit tensoriel au-dessus de O.

Si (X,OX) est un schéma, on définit sur X le faisceau d’anneaux quotient total de OX sur
chaque ouvert affine U de X comme étant le localisé de OX en les éléments qui ne sont pas des
diviseurs de zéro. Dans le cas où X est un schéma intègre, ce faisceau, noté K (X) n’est autre que
le faisceau constant donné par le corps des fractions de X, que l’on notera alors k(X).

Définition 1.1.2. — Un diviseur de Cartier sur un schéma X est une section globale du faisceau
K (X)×/O×X . Autrement dit, c’est la donnée d’un recouvrement ouvert (Ui)i∈I de X et de sections
fi ∈ H0(Ui,K (X)×) telles que fi/fj ∈ H0(Ui ∩ Uj ,O×X). Dans le cas où D est dans l’image de
H0(X,K (X)×) → H0(X,K (X)×/O×X), on dit que D est principal. L’ensemble des diviseurs de
Cartier est naturellement muni d’une structure de groupe. Deux diviseurs de Cartier sont dits
linéairement équivalents si leur différence est principale.

Remarque 1.1.3. — Sur une variété normale, les diviseurs de Cartier peuvent donc être vus
comme les diviseurs de Weil localement principaux. On dira qu’un Q-diviseur est Q-Cartier s’il
existe un multiple qui est de Cartier, et on dira que X est Q-factorielle si tout Q-diviseur est
Q-Cartier.

SiX est une variété localement factorielle (c’est-à-dire si tous ses anneaux locaux sont factoriels),
par exemple une variété lisse, la notion de diviseur de Cartier et celle de diviseur de Weil coïncident
[Har77, Proposition II.6.11], c’est-à-dire que le groupe des diviseurs de Weil sur X est isomorphe
à H0(X,K ×(X)/O×X).

Soit D un diviseur de Cartier sur un schéma X, donné par (Ui, fi) comme dans la définition
1.1.2. On associe à D un faisceau inversible OX(D) en considérant le sous-OX -module de K (X)
généré par 1/fi sur Ui. Cette définition est licite puisque fi/fj est inversible sur Ui ∩ Uj et 1/fi
et 1/fj engendrent le même OUi∩Uj

-module. Le lien précis entre diviseurs de Cartier et faisceaux
inversibles est résumé par la proposition suivante, pour laquelle on renvoie à [Har77, Propositions
II.6.13, II.6.15 & Corollaire II.6.14].

Proposition 1.1.4. — Soit X un schéma. L’application D 7→ OX(D) induit un morphisme
injectif du groupe des classes de diviseurs de Cartier pour l’équivalence linéaire vers PicX. Si de
plus X est intègre, ce morphisme est également surjectif.
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Preuve du second point. — En effet, dans ce cas K (X) est constant et pour tout faisceau L sur
X, on constate par irréductibilité de X que L ⊗OX

K (X) ∼= K(X). Alors L → L ⊗OX
K (X)

réalise L comme sous-faisceau de K (X).

Formule d’adjonction. — Étant donnée Y une sous-variété lisse d’une variété lisse X, la formule
d’adjonction permet de calculer facilement le fibré canonique de Y connaissant celui de X.

Proposition 1.1.5. — Soit X une variété lisse et Y une sous-variété de X, également lisse.
Soient i : Y → X l’inclusion de Y dans X et I le faisceau d’idéaux ker(OX → i∗OY ). Alors le
faisceau anticanonique de Y est donné par

KY = i∗KX ⊗ (det(I /I 2))∨.

Démonstration. — La suite exacte courte de faisceaux

0→ I /I 2 → i∗ΩX → ΩY → 0

donne en lui appliquant le déterminant det = ∧dimY un isomorphisme

KY
∼= i∗KX ⊗ (det(I /I 2))∨.

Proposition 1.1.6 (Quelques cas particuliers). — Soit X une variété lisse et Y une sous-
variété de X sur un corps k algébriquement clos.

— Si Y est de codimension 1, alors

KY = (KX ⊗ OX(Y ))|Y = (KX ⊗ OX(Y ))⊗ OY .

— Si Y est une intersection complète dans PN d’hypersurfaces de degrés d1, ..., dn, alors

KY
∼= OY (−N − 1 + d1 + ...+ dn).

En particulier, si Y est une hypersurface lisse de degré d dans PN , alors

KY
∼= OY (−N − 1 + d).

Démonstration. — Dans le premier cas, Y est donnée par un diviseur de Cartier effectif D et
l’idéal associé est OX(−D). Le faisceau conormal est donc

I /I 2 = OD(−D)

et son dual est OD(D) = OX(Y )|Y en reprenant les notations de l’énoncé.
Le cas d’une intersection complète de n hypersurfaces Y1, ..., Yn se prouve par récurrence sur n,

sachant que KPN
∼= O(−N − 1) et KYi

∼= O(di)|Yi
.

1.2. Produits d’intersection. — Nous présentons ici en quelques mots l’essentiel de ce dont
nous avons besoin concernant le produit d’intersection D1 · · ·Dr de r diviseurs de Cartier, où
r > dim(X). Afin de définir celui-ci, le résultat suivant est essentiel ; ensuite la définition en
découle naturellement.

Théorème 1.2.1 ([Deb01, Théorème 1.5]). — Soient D1, ... , Dr des diviseurs de Cartier
sur un schéma propre X et soit F un faisceau cohérent sur X. La fonction

(m1, ...,mr) ∈ Zr 7→ χ(X,F (m1D1 + ...+mrDr))

coïncide sur Zr avec un polynôme à coefficients rationnels dont le degré est majoré par la dimension
du support de F .
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Définition 1.2.2. — Soient D1, ..., Dr des diviseurs de Cartier sur un schéma propre, où
r > dim(X). Le nombre d’intersection

D1 · · ·Dr

est par définition le coefficient du monôme m1 · · ·mr dans le polynôme

χ(X,m1D1 + ...+mrDr).

Ce nombre est un entier et l’application (D1, ..., Dr) 7→ D1 · · ·Dr vérifie toutes les propriétés
attendues que sont la multilinéarité et la symétrie ([Deb01, Proposition 1.8]). De plus, il s’annule
pour r > dim(X) d’après le théorème précédent. Dans le cas où Y est un sous-schéma de X
de dimension inférieure ou égale à s, on définit tout simplement D1 · · ·Ds · Y par restriction en
considérant le nombre d’intersection D1|Y · · ·Ds|Y .

Courbes et diviseurs. — En pratique, les intersections qui vont nous intéresser le plus seront celles
d’un diviseur avec une courbe sur X, et les degrés de la forme Dr. Dans le premier cas, si C est une
courbe sur X et D un diviseur, le Théorème de Riemann-Roch [Har77, Théorème IV.1.3] fournit

χ(C,mD) = m deg(OC(D)) + χ(C,OC)

ce qui nous ramène donc à

C ·D = deg(OC(D)).

En particulier, puisque le degré est un invariant birationnel, il est aisé de calculer l’intersection
d’un diviseur avec une courbe rationnelle via le tiré-en-arrière de celui-ci sur la droite projective.

Soient X et Y des variétés, π : X → Y un morphisme propre et C une courbe irréductible sur X.
On définit un 1-cycle sur Y en posant π∗C = 0 si π contracte C, et π∗C = deg(C π−→ π(C))π(C)
sinon. Par [Har77, Proposition II.6.9] et le paragraphe précédent, on obtient la formule suivante.

Proposition 1.2.3 (Formule de projection). — Soient X, Y , π et C comme ci-dessus, et D
un diviseur de Cartier sur Y . Alors

π∗D · C = D · π∗C.

1.3. Groupe de Néron-Severi. — Étant donné un schéma propre X, deux diviseurs de Cartier
seront dit numériquement équivalents s’ils ont même degré sur toute courbe de X.

Définition 1.3.1. — Soit X un schéma propre. Le quotient du groupe des diviseurs par la
relation d’équivalence numérique est appelé groupe de Néron-Severi et noté N1(X)Z ou encore
NS(X), et le R-espace vectoriel associé N1(X) = N1(X)Z ⊗Z R : on voit alors N1(X)Z comme
un réseau de N1(X). Le groupe abélien N1(X)Z est de rang fini [Kol96, Théorème II.4.5], ce rang
est noté ρ(X) et appelé nombre ou rang de Picard de X.

On définit de façon similaire le groupe N1(X)Z des classes numériques de 1-cycles. L’intersection
induit un accouplement non-dégénéré

N1(X)Z ×N1(X)Z −→ Z

qui s’étend en tensorisant par Q ou R en un accouplement d’espaces vectoriels. Sur R, cet accou-
plement induit une structure d’espace euclidien et une topologie associée.
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Cône pseudo-effectif, cône nef, et leurs duaux. — L’ensemble des classes dans N1(X)Z des divi-
seurs effectifs D est noté Eff1(X)Z. Si X est intègre, il s’agit du cône des fibrés en droites qui ont
une section globale. Le cône des diviseurs effectifs est Eff1(X) = R+Eff1(X)Z. La fermeture dans
N1(X) de Eff1(X) est notée Eff1(X) et appelée cône des diviseurs pseudo-effectifs sur X.

Le cône des diviseurs numériquement effectifs sur un schéma propre est noté Nef1(X) et consiste
en les diviseurs D tels que Dr ·Y > 0 pour tout sous-schéma intégral Y de dimension r. Par [Deb01,
Théorème 1.26], ceci équivaut à D · C > 0 pour toute courbe dans X, il s’agit donc bien d’une
propriété numérique.

Via l’accouplement d’intersection, le dual du cône Eff1(X) des diviseurs pseudo-effectifs est le
cône Nef1(X) engendré par les classes de courbes numériquement effectives. Par [BDPP12], si X
est lisse, il s’agit du cône Mov1(X) des courbes mobiles sur X. Le dual du cône Nef1(X) des
diviseurs numériquement effectifs est le cône Eff1(X) des cycles pseudo-effectifs sur X.

1.4. Diviseurs amples et gros diviseurs. — Les diviseurs amples sont tels que les sections
de l’un de leurs multiples définissent un plongement fermé dans un espace projectif. Par le critère
de Nakai-Moishezon, ils sont strictement positifs. Cependant, l’amplitude est une notion trop forte
pour être un invariant birationnel. Ceci nous amène donc à introduire les gros diviseurs. Dans ce
qui suit, on précise rapidement ces définitions et propriétés.

Diviseur ample. — Soit (X,OX) un schéma. Un faisceau F de OX -modules sur X est dit engendré
par ses sections globales s’il existe une famille de sections globales telles que leurs images dans
chaque germe Fx, x ∈ X, l’engendrent en tant que Ox-module. Ceci équivaut à requérir que F

puisse être écrit comme le quotient d’un faisceau librement engendré.
Supposons que X soit un schéma de type fini sur un corps k et L un faisceau inversible sur X

tel que Λ = H0(X,L ) soit de dimension finie. Il existe alors une application rationnelle

φL :
{
X 99K P(Λ∨)
x 7−→ (s 7→ s(x))

définie en dehors des points de base de Λ. S’il n’y en pas, φL définit un morphisme de X dans
P(Λ∨) et L ' φ∗L OP Λ∨ . C’est cette construction qui est utilisée dans la définition ci-dessous.

Définition 1.4.1 (Diviseur très ample). — Soit X un schéma propre. Un faisceau inversible
L sur X est dit très ample s’il est donné par la restriction à un hyperplan d’une certaine immersion
i : X → PN de X comme sous-ensemble localement fermé, c’est-à-dire L ∼= i∗(O(1)). Un diviseur
de Cartier D sur X est dit très ample si le faisceau inversible OX(D) correspondant l’est.

Définition 1.4.2 (Diviseur ample). — Soit X un schéma propre. Un faisceau inversible L sur
X est dit ample s’il existe un entier m > 0 tel que L ⊗m soit très ample. Cette définition équivaut
à requérir, pour tout faisceau cohérent F sur X, l’existence d’un entier n0 > 0 tel que le faisceau
F ⊗ L ⊗n soit engendré par ses sections globales pour tout n > n0. À nouveau, un diviseur de
Cartier D sur X est dit ample si le faisceau inversible OX(D) correspondant l’est.

L’équivalence invoquée dans les définitions précédentes est assurée par le théorème de Cartan-
Serre-Grothendieck, cf. [Laz04a, Théorème 1.2.6] ou [Har77, Théorèmes II.5.17 & II.7.6].

Critères de Nakai-Moishezon et de Kleinman. — Sur les schémas propres (en particulier, les va-
riétés projectives), on dispose d’une caractérisation numérique de l’amplitude. On se référera à
[Deb01, Théorèmes 1.21 & 1.27] pour les preuves des critères suivants.
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Théorème 1.4.3 (Nakai-Moishezon). — Soient X un schéma propre et D un diviseur de
Cartier sur X. Alors D est ample si et seulement si pour tout sous-schéma intégral Y de X, de
dimension r,

Dr · Y > 0.

Théorème 1.4.4 (Kleinman). — Soient X une variété projective et Dun diviseur de Cartier
sur X. D est ample si et seulement si D · C > 0 pour tout cycle C pseudo-effectif et non-nul.

De plus, pour tout diviseur ample H et entier k positif, l’ensemble {C ∈ Eff1(X) | H · C 6 k}
est compact. En particulier, ce dernier contient un nombre fini de classes de courbes irréductibles.

Gros diviseurs. — La notion de gros diviseurs est une version birationnelle de l’amplitude.

Définition 1.4.5 (Gros diviseur). — Un diviseur D sur une variété projective X est dit gros
s’il existe m > 0 tel que mD s’écrit dans N1(X)Z comme la somme d’un diviseur ample et d’un
diviseur effectif.

Exemple 1.4.6. — Soit π : X → P2 l’éclaté du plan projectif en un point, H le tiré-en-arrière
d’une droite de P2 ne rencontrant pas le point éclaté, et E la droite exceptionnelle de π. Alors
L = H + E est gros en tant que somme d’un diviseur ample et d’un diviseur effectif. De plus
L · E = E2 = −1, donc L n’est pas nef, a fortiori n’est pas ample, et E est contenue dans le lieu
de base de L. Ce lieu de base est en fait égal à E.

Volume. — Les gros diviseurs sont les diviseurs ayant un volume non-nul au sens suivant.

Définition 1.4.7. — Soit X une variété projective normale de dimension n et L un Q-diviseur
Q-Cartier. Le volume de L est définit par

vol(L) = lim sup
m→∞

n!
mn

h0(X,mL).

Le volume ne dépend que de la classe numérique. Cette définition s’étend en une fonction conti-
nue sur NS(X)⊗R. Il s’agit d’un invariant birationnel. Le volume d’un diviseur L est strictement
positif si et seulement si L est gros, et si L est un diviseur nef, son volume est simplement donné
par Ln. Autrement dit, si L est nef, alors L est gros si et seulement si Ln > 0 [Laz04a, Section
2.2.C]

Intérieur et adhérence de cônes. — NS(X) étant de dimension finie, le produit d’intersection défi-
nit une topologie euclidienne sur NS(X)⊗Z R. Le cône des diviseurs amples est l’intérieur du cône
nef, et le cône nef est la fermeture du cône ample [Laz04a, Théorème 1.4.23]. De façon similaire,
le cône des diviseurs gros est l’intérieur du cône pseudo-effectif, et le cône pseudo-effectif est la
fermeture du cône des diviseurs gros [Laz04a, Théorème 2.2.26].

Variétés de Fano. — Dans la référence principale de ce mémoire [LT19], on considère à plusieurs
reprises le cas particulier des variétés de Fano. De façon générale, on dira qu’une variété sur un
corps k est de Fano s’il s’agit d’une variété projective lisse dont le diviseur anticanonique −KX est
ample. Ces variétés possèdent un certain nombre de propriétés remarquables. Le résultat suivant
énonce en particulier qu’une variété de Fano est uniréglée (cf. Définition 2.2.1). On renvoie à
[Deb01, Théorème 3.4] pour sa démonstration.

Théorème 1.4.8. — Soit X une variété de Fano, de dimension n > 0. Par tout point de X passe
une courbe rationnelle de degré au plus n+ 1 par rapport à −KX .
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Exemple 1.4.9. — On suppose que le corps de base est algébriquement clos. Une courbe pro-
jective est une variété de Fano si et seulement si elle est rationnelle. En effet, si g est le genre
d’une courbe de Fano, le degré de −KX est 2 − 2g. Mais −KX est ample et donc son degré est
strictement positif, ce qui fournir g = 0, et toute courbe de genre 0 est isomorphe à P1, qui est
par ailleurs bien une courbe de Fano. Autrement dit, la seule variété de Fano de dimension un est
la droite projective.

Exemple 1.4.10. — En dimension 2, toujours sur un corps algébriquement clos, une variété de
Fano est appelée surface de Del Pezzo. Ces surfaces sont réparties en dix familles : P1×P1 et les
éclatés de P2 en m points de position générale, avec 0 6 m 6 8. Le cas de l’éclaté en sept points
sera d’un intérêt particulier. Dans ce cas, le degré de −KX est 2. On peut alors montrer [GH04,
Section 7] qu’une surface de Del Pezzo de degré 2 est un revêtement double de P2 ramifié le long
d’une quartique lisse.

Pour certains résultats présentés dans ce mémoire, il est possible de relâcher légèrement l’hy-
pothèse d’amplitude, d’où la définition suivante : une variété est dite quasi de Fano si elle est
projective lisse et que son diviseur anticanonique est nef et gros.

2. Courbes rationnelles sur les variétés

2.1. Paramétrisation des morphismes de P1 dans X. — Grothendieck a montré dans
[Gro61] que si X et Y sont des variétés sur un corps k, avec X quasi-projective et Y projective,
les morphismes de Y vers X sont paramétrés par un schéma Mor(Y,X) localement noethérien.
Nous n’avons pas besoin ici de présenter cette construction, mais seulement les propriétés qui le
caractérisent. Le concept correspondant est celui d’espace de paramètre [Deb01, Chapitre 2].

Théorème 2.1.1. — Soient X et Y des variétés sur un corps k, avec X quasi-projective et Y
projective. Il existe un schéma localement noethérien Mor(Y,X) et un morphisme dit universel

funiv : Y ×Mor(Y,X)→ X ×Mor(Y,X)

vérifiant les deux propriétés suivantes.
— funiv ◦ pMor(Y,X) = pMor(Y,X)
— funiv induit une correspondance bijective entre les points de Mor(Y,X) et les morphismes

Y → X via l’application qui à un point t de Mor(Y,X) associe funiv
t : Y → X.

— étant donné un schéma T sur k, il y a une correspondance bijective entre les morphismes
ϕ : T → Mor(Y,X) et les T -morphismes f : Y × T → X × T , cette correspondance étant
donnée en envoyant ϕ sur le tiré-en-arrière

Y × T −→ X × T
(y, t) 7−→ (pX ◦ funiv(y, ϕ(t)), t)

où pX : X ×Mor(Y,X)→ X est la projection sur X.

Remarque 2.1.2. — Si l’on considère les k-points de Mor(Y,X), c’est-à-dire les points [g] donnés
par un morphisme ϕ : Spec(k)→ Mor(Y,X), alors funiv est donnée par (y, [g]) 7→ (g(y), [g]).

Définition 2.1.3. — Étant donné un morphisme ϕ : T → M(Y,X) ou le T -morphisme corres-
pondant f : Y × T → X × T , on appelle morphisme d’évaluation le morphisme

ev : Y × T −→ X

(y, t) 7−→ ft(y) = ϕ(t)(y)
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Remarque 2.1.4. — Décrivons en quelques mots le cas pratique des courbes rationnelles

f : P1 → X

où X est une variété projective. Tout d’abord, si X = PN , un tel morphisme peut être donné par

f(u, v) = [F0(u, v) : ... : FN (u, v)]

où les Fi sont des polynômes homogènes de même degré d fixé. Ces polynômes définissent f (à
une constante multiplicative près) si et seulement si ils ne possèdent pas de facteur commun non
constant dans k[U, V ]. Cette condition est ouverte sur leurs coefficients. En effet, sa négation est
donnée par l’annulation simultanée, pour un certain degré m, des (m+ 1)-mineurs d’une matrice
en les coefficients des Fi. Autrement dit, les morphismes P1 → PN sont paramétrés par un ouvert
de Zariski de P((Symdk2)N+1)), que l’on note Mor(P1,PN , d).

Dans le cas d’une variété projective X ⊂ PN définie par des polynômes homogènes Gj , les
points de Mor(P1,PN , d) paramétrant les courbes rationnelles P1 → X de degré d sont donnés
par la condition Gj(F0, ..., FN ) = 0. Ceci définit un sous-schéma Mor(P1, X, d) de Mor(P1,PN , d).
Finalement on pose Mor(P1, X) = td>0 Mor(P1, X, d).

Définition 2.1.5. — Étant donné un cycle pseudo-effectif α ∈ Eff1(X)Z, on note Mor(P1, X, α)
l’ensemble des éléments de Mor(P1, X) correspondant à des courbes de classe α, c’est-à-dire les
ϕ ∈ Mor(P1, X) tels que

degϕ :
{
N1(X)Z −→ Z

L 7−→ deg(ϕ∗(L))
soit égal à α dans N1(X)Z.

Si U est un ouvert de X, on désigne par MorU (P1, X, α) les courbes paramétrées par
Mor(P1, X, α) qui ne se factorisent pas à travers X \ U .

Définition 2.1.6 ([Deb01, p. 45]). — Soient X et Y des variétés sur un corps k, avec X
quasi-projective et Y projective, et B ⊂ Y un sous-schéma.

On note Mor(Y,X; g) la fibre au-dessus de [g] du morphisme de restriction

Mor(Y,X)→ Mor(B,X)

lequel paramètre les morphismes f : Y → X dont la restriction à B est g. Dans le cas où B est
réduit à un point x, on le notera Mor(P1, X, x 7→ g(x)).

2.2. Variétés uniréglées et courbes libres. — D’une part, la classe de variété sur laquelle
portent les résultats principaux de ce mémoire est celle de variété lisse uniréglée. D’autre part,
la notion de courbe rationnelle libre est intimement liée à la notion de variété uniréglée : en
caractéristique nulle, une variété lisse quasiprojective est uniréglée si et seulement si elle possède
une courbe libre [Deb01, Corollaire 4.11].

Définition 2.2.1. — Soit k un corps et K une extension algébriquement close de k. Une variété
X définie sur k et de dimension n est dite uniréglée, s’il existe une variété M sur K de dimension
n− 1 et une application rationnelle dominante P1

K×M 99K XK.

En caractéristique nulle, la propriété pour une variété X d’être uniréglée est une propriété
numérique par [MM86, Théorème 1] : elle équivaut à l’existence d’une famille (Ct)t∈T de courbes
irréductibles recouvrant un ouvert dense de X et vérifiant KX ·Ct < 0. De là, une variété projective
lisse est uniréglée si et seulement si son fibré canonique n’appartient pas au cône pseudoeffectif par
[BDPP12].
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Donnons-nous f : P1 → X non constante. Le faisceau f∗TX est localement libre sur P1 et peut
s’écrire

f∗TX ' OP1(a1)⊕ ...⊕ OP1(an)

avec a1 > ... > an [Har77, Exercice V.2.6].

Définition 2.2.2 (Courbe rationnelle libre). — Soit X une variété sur un corps k. Une
courbe rationnelle f : P1 → X (par définition non constante) est dite libre si son image est une
courbe contenue dans le lieu lisse deX et f∗TX est engendré par ses sections globales. Ceci équivaut
à la condition an > 0 avec les notations précédentes. On dira que f est très libre si an > 0. On
note Morlibre(P1, X) le sous-ensemble de Mor(P1, X) paramétrant des courbes rationnelles libres.

Plus généralement, on dit qu’une courbe est r-libre si an = r > 0. Dit grossièrement, plus une
courbe est libre, c’est-à-dire plus r est grand, plus elle peut être déformée en conservant un nombre
fini de points fixés [Deb01, Proposition 4.8].

Dans le même esprit, on aura besoin plus loin des deux propriétés suivantes, corollaires de
[Kol96, Propositions II.3.5 & II.3.10]. Concernant la première, on peut également se référer à
[Deb01, Proposition 4.8].

Proposition 2.2.3 ([Kol96, Corollaire II.3.5.4]). — Soit X une variété lisse sur k. Alors
— Morlibre(P1, X) est un ouvert de Zariski de Mor(P1, X)
— ev : P1×Morlibre(P1, X)→ X est lisse.

Proposition 2.2.4 ([Kol96, Corollaire II.3.10.1]). — Soit X une variété lisse et propre sur
un corps k de caractéristique nulle. Soient x un point fermé de X et M ⊂ Mor(P1, X, 0 7→ x) une
composante irréductible telle que P1×M → X est dominante.

Alors f∗TX est ample - c’est-à-dire OP(f∗TX)(1) est ample - pour [f ] ∈M général.

L’usage de cette propriété s’éclaire avec le critère numérique suivant [Laz04b, Proposition 6.1.18]
et la remarque attenante.

Proposition 2.2.5 (Critère de Barton-Kleiman). — Soit X une variété lisse et propre sur un
corps k algébriquement clôt de caractéristique nulle. Soit E un fibré vectoriel sur X et H ∈ N1(X)Z
une classe ample. Alors E est ample si et seulement s’il existe un rationnel strictement positif
δH > 0 tel que : pour tout morphisme fini ν : C → X d’une courbe lisse irréductible C vers X, et
tout fibré en droite L quotient de ν∗E,

deg(L) > δH · (C · ν∗H).

Remarque 2.2.6. — Soit f : P1 → X une courbe rationnelle. On suppose que f∗TX est ample
sur P1. On se donne H = OP1(1), δH > 0 le rationnel associé pour le critère de Barton-Kleiman,
et ν : P1 → P1 l’identité. On écrit

f∗TX ' OP1
k
(a1)⊕ ...⊕ OP1

k
(an)

avec a1 > ... > an. Un faisceau en droite quotient de f∗TX est l’un des OP1(ai). Par ailleurs,
P1 ·H = 1. On a donc an > δH > 0 : f est très libre.
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2.3. Invariants de Fujita
Définition 2.3.1. — Soit X une variété projective lisse et L un Q-diviseur gros sur X. On définit
l’invariant de Fujita a(X,L) comme

a(X,L) = min{t ∈ R | t[L] + [KX ] ∈ Eff1(X)}.
Autrement dit, a(X,L) est le plus petit réel tel que a(X,L)[L] appartienne à une face du translaté
par −[KX ] du cône des diviseurs pseudo-effectifs.

Si L n’est pas gros, on pose a(X,L) =∞.

SiX etX ′ sont deux variétés projectives lisses birationnellement équivalentes via une application
f , alors a(X,L) = a(X ′, f∗L) par [HTT15, Proposition 7]. L’invariant a peut donc être défini pour
une variété projective non lisse Y , en prenant n’importe quelle résolution.

On peut d’ores et déjà donner une borne supérieure de cet invariant, laquelle s’avérera utile
dans un exemple.

Proposition 2.3.2 ([LTT18, Proposition 2.10]). — Soit X une variété projective lisse de
dimension n et L un Q-diviseur nef et gros sur X. Alors KX + (n+ 1)L est pseudo-effectif.

Par conséquent, si L est nef et gros, la plus grande valeur possible pour l’invariant a est
dim (X) + 1. Si L et −KX sont gros, alors il est clair que t[L] intersecte −KX + Eff1(X) pour
t strictement positif. En caractéristique nulle, l’invariant a est strictement positif si et seulement
si X est uniréglée par [BDPP12] et [MM86].

Exemple 2.3.3. — Soient X une variété projective lisse, L un Q-diviseur nef et gros sur X, et
C une courbe rationnelle sur X telle que L · C > 0. Alors

a(C,L) = 2
L · C

.

En effet, quitte à prendre une résolution de C, on peut supposer la courbe lisse et donc isomorphe
à P1, de fibré canonique O(−2). On cherche donc le plus petit réel x tel que −2+xL ·C > 0 lequel
est bien donné par 2

L·C .
Toujours sous l’hypothèse L nef et gros, nous verrons plus loin que la condition L · C > 0

équivaut à requérir que C ne soit pas contenue dans le lieu de base étendu B+(L), cf. Définition
3.1.4 et Théorème 3.1.5.

Définition 2.3.4. — Soit X une variété projective lisse définie sur un corps algébriquement clos
et dont le fibré canonique KX n’est pas pseudo-effectif, et L un gros Q-diviseur sur X. On définit

b(X,L)

comme étant la codimension de la face de Eff1(X) de dimension minimale contenant la classe
a(X,L)[L] + [KX ].

Par le même argument que pour a, il s’agit d’un invariant birationnel [HTT15, Proposition 9]
et on peut étendre sa définition à une variété projective non lisse via une résolution quelconque.

Définition 2.3.5. — Si X est une variété projective lisse et uniréglée, et L un Q-diviseur gros
sur X, on appelle face extrémale et on note F (X,L) la face de Nef1(X) composée des classes de
courbes α vérifiant

(KX + a(X,L)L) · α = 0.

Pour une variété uniréglée, l’invariant b(X,L) est donc donné par la dimension de la face duale
F (X,L).
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2.4. Morphismes minces et contraction de faces
Définition 2.4.1. — Un morphisme f : Y → X entre deux variétés est dit mince si f est
génériquement fini sur son image tout en n’admettant pas de section rationnelle.

Nous verrons un peu plus loin que connaître le comportement de a sous un morphisme dominant
est essentiel. Cela conduit à la définition suivante.

Définition 2.4.2. — Soit X une variété projective lisse uniréglée et L un Q-diviseur nef et gros
sur X. Un a-revêtement est un morphisme f : Y → X où Y est une variété projective lisse et f
est un morphisme mince dominant (donc non birationnel) satisfaisant a(Y, f∗L) = a(X,L).

Étant donné un gros diviseur L et un morphisme mince f : Y → X, on dira que f est géomé-
triquement accumulateur si

(1) (a(Y, f∗L), b(Y, f∗L)) > (a(X,L), b(X,L))

en ordre lexicographique. On dira que f est faiblement géométriquement accumulateur, ou plus
simplement faiblement accumulateur si l’on a l’inégalité large

(a(Y, f∗L), b(Y, f∗L)) > (a(X,L), b(X,L)).

La contraction de faces dans le cône de courbes numériquement effectives va être également une
condition importante par la suite. Si f : Y → X est un a-revêtement, la formule de Riemann-
Hurwitz donne

KY ≡ f∗KX +
∑
i

diEi

où les Ei sont des diviseurs effectifs. Si α est une classe de Nef1(Y ) alors f∗α ∈ Nef1(X). En effet,
si D est un diviseur pseudo-effectif sur X, par la formule de projection

D · f∗α = f∗D · α > 0.

On suppose de plus que α appartient à la face extrémale F (Y, f∗L). De là,

(KX + a(X,L)L) · f∗α = (f∗KX + a(X,L)f∗L) · α
= (f∗KX + a(Y, f∗L)f∗L) · α

= (KY + a(Y, f∗L)f∗L) · α−
∑
i

diEi · α

= −
∑
i

diEi · α 6 0

d’où l’on déduit (KX+a(X,L)L)·f∗α = 0. Ceci montre que le poussé-en-avant f∗ : N1(Y )→ N1(X)
envoie F (Y, f∗L) dans F (X,L).

Définition 2.4.3. — On dit qu’un a-revêtement f : Y → X est face-contractant pour L si le
poussé-en-avant induit sur les faces extrémales f∗ : F (Y, f∗L)→ F (X,L) n’induit pas une injection
de F (Y, f∗L) dans F (X,L).

Remarque 2.4.4. — Puisque b(Y, f∗L) et b(X,L) sont les dimensions de F (Y, f∗L) et F (X,L),
un a-revêtement géométriquement accumulateur contracte nécessairement la face. Mais il est aussi
possible d’avoir égalité des dimensions tout en ayant une contraction de face.

Exemple 2.4.5. — Considérons le cas X = P1×P1 et L = O(k, l) avec k et l des entiers
premiers entre eux vérifiant k > l > 2. On a a(X,L) = max(2/k, 2/l) = 2/l et b(X,L) = 1. Une
courbe rationnelle ϕ : P1 → X est donnée par deux morphismes f1 : P1 → P1 et f2 : P1 → P1
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chacun donné, à une constante près, par un couple de polynômes homogènes à deux indéterminées
et premiers entre eux, de même degré que l’on note deg fi. Le L-degré de ϕ est alors

k deg f1 + l deg f2

tandis que la dimension d’une composante contenant ϕ est

2(deg f1 + 1)− 1 + 2(deg f2 + 1)− 1 = 2(deg f1 + deg f2) + 2.

À L-degré fixé d, le nombre de composantes est donné par le cardinal de

{(d1, d2) ∈ N2 | kd1 + ld2 = d}.

On remarque par ailleurs que la dimension d’une composante est la dimension attendue dans le
cas L = −KX = O(2, 2).

Soit Y une fibre de la seconde projection P1×P1 → P1. On note f : Y → X l’inclusion : on a
f∗L = L|Y ∼= O(k) et KY

∼= O(−2), donc a(Y,L) = 2/l, b(Y,L) = 1 et l’inclusion est faiblement
accumulatrice. Les courbes rationnelles ϕ correspondantes sont celles telles que f2 est constant, et
forment la composante de dimension maximale (toujours à L-degré fixé). La fibre Y est faiblement
accumulatrice mais f n’est pas face-contractant. Ces fibres recouvrent pourtant la variété X. Ce
type de phénomène apparaît lorsque l’on regarde le L-degré pour un fibré donné, et pas le degré
donné par la classe de la courbe rationnelle.

Pour un autre exemple, voir [LT19, Exemple 3.7].

3. Quelques outils du Programme du Modèle Minimal

Certains des résultats exposés dans ce mémoire font appel à des résultat issus du Programme
du Modèle Minimal. Nous donnons donc ici quelques définitions complémentaires et énonçons
les théorèmes utilisés dans la suite du mémoire. Le but de ce paragraphe n’est aucunement de
donner une présentation exhaustive de ce pan très riche et récent de la géométrie birationnelle des
variétés. Pour une introduction au Programme, on se référera par exemple à [Deb01, Chapitre 7],
[KM98, Chapitre 2] ainsi qu’aux premiers paragraphes de [BCHM10]. On supposera toujours que
la caractéristique du corps de base est égale à zéro.

3.1. Définitions complémentaires. — Sauf mention contraire, X désigne jusqu’à la fin de
cette partie une variété projective sur un corps k de caractéristique nulle.

Dimension et fibrations d’Iitaka. — La dimension d’Iitaka est un invariant birationnel naturel qui
mesure l’effectivité d’un diviseur.

Définition 3.1.1. — Supposons que X soit normale. Si L est un fibré en droites sur X, on
note N(L) l’ensemble des entiers positifs m tels que L⊗m est effectif, et on considère pour tout
m ∈ N(L) l’application rationnelle

φm :
{
X 99K P(H0(X,L⊗m)∨)
x 7−→ [s 7→ s(x)]

définie en dehors du lieu de base Bs(L⊗m) = {x ∈ X | s(x) = 0 ∀s ∈ H0(X,L⊗m)}. On note Ym
la clôture de Zariski de l’image de φm. Si N(L) 6= {0}, on définit la dimension d’Iitaka de L sur X
par

κ(X,L) = max
m∈N(L)

dim(Ym)

et si N(L) = {0} on fixe cette dimension à −∞.
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Enfin, si X n’est pas normale, on se donne ν : X ′ → X une normalisation et on pose κ(X,L) =
κ(X ′, ν∗L).

Un fibré en droites a une dimension d’Iitaka positive si et seulement si l’un de ses multiples est
effectif. Dans ce cas, on a 0 6 κ(X,L) 6 dim(X). Par exemple, si L est très ample, alors κ(L) =
dim(X) et φ1 définit un plongement de X dans P(H0(X,L)∨) (en tant que partie localement
close). Plus précisément, on a la caractérisation suivante.

Proposition 3.1.2. — Un fibré en droite sur X est gros si et seulement si κ(X,L) = dim(X).

On peut d’ailleurs choisir cette caractérisation pour définir le caractère gros d’un diviseur : c’est
le choix fait par exemple par Lazarsfeld [Laz04a, Definition 2.2.1]. Notre choix (cf Définition 1.4.5)
a l’avantage d’être une définition numérique. Pour l’équivalence entre les deux définitions, il s’agit
d’une conséquence d’un lemme de Kodaira : on renvoie à [Laz04a, Corollaire 2.2.7]. À l’inverse,
si κ(X,L) = 0 alors L ne possède qu’une seule section et sa classe est située sur le bord du cône
effectif.

Nous introduisons à présent la fibration d’Iitaka. On rappelle qu’une fibration est un morphisme
projectif surjectif f : X → Y entre variétés et vérifiant f∗OX = OY , c’est-à-dire dont la factorisation
de Stein est triviale. En particulier, ses fibres sont connexes [Har77, Corollaire III.11.1].

Théorème 3.1.3. — Soit X une variété normale et L un fibré en droites sur X, tel que κ(X,L) >
0. Alors pour m ∈ N(L) suffisamment grand, il existe un fibré algébrique

φ∞ : X∞ −→ Y∞

avec dimY∞ = κ(X,L) et un diagramme commutatif de morphismes et applications rationnelles

X∞ X

Y∞ Ym

u∞

φ∞ φm

νm

où les flèches horizontales sont birationnelles. De plus, une fibre F très générale de φ∞ est de
dimension d’Iitaka nulle par rapport à L∞ = u∗∞L :

κ(F, (L∞)|F ) = 0.

On renvoie à [Laz04a, Théorème 2.1.33] pour la preuve de ce théorème. On se permettra plus loin
l’abus de langage suivant : lorsqu’on parlera des fibres de la dimension d’Iitaka (sous-entendu dans
X), on aura en réalité choisi un m ∈ N(L) assez grand tel que φm : X → Ym soit birationnellement
équivalent à la fibration φ∞ : X∞ → Y∞ et on considèrera des fibres de φm dans X.

Lieux de base et variantes. — Nous aurons besoin plus loin des variantes suivantes du lieu de base
d’un diviseur de Cartier, ainsi que de la description du lieu de base étendu d’un diviseur nef et
gros.

Définition 3.1.4. — Si X est une variété normale et L un diviseur Q-Cartier sur X, le lieu de
base stable de L est le fermé de Zariski de X définit par

B(L) =
⋂

m∈N∗,mL Cartier
Bs(mL)

et le lieu de base étendu est le fermé de Zariski

B+(L) =
⋂

A Q-Cartier ample
B(L−A).
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Remarquons que si L et A sont Q-Cartier et A ample, alors B(L) ⊂ B(L−A), et donc B(L) ⊂
B+(L) ce qui justifie la terminologie. Par [ELMNP06, Proposition 1.5], si L est Q-Cartier, il existe
un diviseur Q-Cartier ample A tel que B+(L) = B(L − A). Le lieu de base étendu est un fermé
strict de X si et seulement si L est gros, et est vide si et seulement si L est ample [ELMNP06,
Example 1.7].

Le cas de L gros est exposé de façon synthétique dans [Laz04b, p. 247-248]. Dans ce cas, le
lieux de base étendu est donné par le lieu de base stable de L − εA pour A ample quelconque et
ε suffisamment petit. Appelons Null(L) l’union de toutes les variétés irréductibles Y de X telles
que LdimY · Y = 0, c’est-à-dire telles que L|Y n’est pas gros. Si L est de plus nef sur X, alors le
théorème suivant décrit le lieu de base étendu de L.

Théorème 3.1.5 (Nakamaye [Nak00]). — Soit X variété projective lisse sur un corps algé-
briquement clôt de caractéristique nulle. Soit L un diviseur nef et gros sur X. Alors

B+(L) = Null(L).

Le lemme suivant donne une application de la notion de lieu de base étendu au contrôle des
variétés de L-degré borné. Dans ce mémoire, l’usage du schéma Chow(X) est épisodique et on
renvoie à sa construction dans [Kol96]. On résume ici l’essentiel : fixons un diviseur ample sur une
variété projective X, lequel définit un degré sur les r-cycles de X. Une famille de r-cycles de degré
d au-dessus d’une base W , que l’on note π : U →W , peut être vue comme un cycle U sur X ×W
qui est en un certain sens plat ; la définition précise est donnée dans [Kol96, Définition I.3.10]. Dans
notre cas, les familles de r-cycles effectifs de degré d sont paramétrées par un foncteur représenté
par une variété projective Chowr,d(X) [Kol96, Théorème I.3.21]. On parle alors de famille de sous-
variétés de X si une fibre générale de cette famille est intègre. L’union sur r et d de Chowr,d(X)
définit Chow(X).

Lemme 3.1.6. — Soient X une variété projective lisse et L un Q-diviseur nef et gros sur X, et
C > 0 une constante.

Alors la partie de Chow(X) paramétrant les sous-variétés Y ⊂ X telles que

Y * B+(L) et Y · LdimY 6 C

est contenue dans un fermé strict de Chow(X).

Démonstration. — On dispose d’un Q-diviseur ample A et d’un Q-diviseur effectif E tels que

B(E) = B(L−A) = B+(L).

On se donne Y une sous-variété de X de dimension d qui n’est pas contenue dans B+(L). Par
définition de B(E), on dispose d’un diviseur E′ effectif et Q-linéairement équivalent à E tel que

Y * Supp(E′)

auquel cas E′ · Y est un cycle effectif. On a alors

Ld −Ad ≡ Ld − (L− E)d

≡ E ·
d∑
i=1

Li−1 · (L− E)d−i

≡ E′ ·
d∑
i=1

Li−1 ·Ad−i
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et donc

(Ld −Ad) · Y ≡
d∑
i=1

Li−1Ad−i︸ ︷︷ ︸
nef

· (E′ · Y )︸ ︷︷ ︸
effectif

> 0.

Ainsi
0 < Ad · Y 6 Ld · Z 6 C.

Puisque A est ample,
{Y | Ad · Y 6 C}

est borné dans Chow(X).

3.2. Singularités et fibration canonique. — Il existe en réalité différentes versions du Pro-
gramme du Modèle Minimal selon les singularités que l’on admet dans celui-ci. On présente ici ce
que l’on entend par types de singularités, suivant [KM98].

Soit une paire (X,∆) où X est une variété normale et ∆ =
∑
diDi un Q-diviseur, tel que

m(KX + ∆) est Cartier pour un certain m > 0. Soit f : Y → X un morphisme birationnel avec
Y normale, dont on note E le lieu exceptionnel et Ei les diviseurs exceptionnels irréductibles le
composant. Notons

f−1
∗ ∆ =

∑
dif
−1
∗ Di.

Il existe des nombres rationnels a(Ei, X,∆) tels que ma(Ei, X,∆) soit entier pour tout i et

OY (m(KY + f−1
∗ ∆)) ∼= f∗OX(m(KX + ∆))⊗i OY (ma(Ei, X,∆))Ei).

Définition 3.2.1. — Avec les notations ci-dessus, le rationnel a(Ei, X,∆) est appelé discrépance
de Ei par rapport à la paire (X,∆). La discrépance de (X,∆) est par définition

discrep(X,∆) = inf{a(E,X,∆) | E diviseur exceptionnel sur X}.

On dit alors que la paire est (X,∆) est :
— Terminale si discrep(X,∆) > 0 ;
— Canonique si discrep(X,∆) 6 0.

On dit qu’elle est :
— Kawamata log terminale si discrep(X,∆) > −1 et −b∆c = −

∑
bdicDi est effectif ;

— Log terminale pure si discrep(X,∆) > −1 ;
— Log canonique si discrep(X,∆) > −1.

Fibration canonique. — Considérons l’anneau canonique

R(X,KX + ∆) =
⊕
m∈N

m(KX +∆) Cartier

H0(X,OX(m(KX + ∆))

associé à la paire (X,∆).

Théorème 3.2.2 ([BCHM10, Corollaire 1.1.2]). — Soit (X,∆) une paire projective Kawa-
mata log terminale telle que KX + ∆ est Q-Cartier. Alors l’anneau R(X,KX + ∆) est engendré
par un nombre fini d’éléments.

Définition 3.2.3. — Soit (X,∆) une paire projective Kawamata log terminale telle que KX +∆
est Q-Cartier. On appelle fibration canonique le morphisme X → Proj(R(X,KX + ∆)) associé à
l’anneau R(X,KX + ∆).
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Fibration de Mori. — Dans le cadre de la version du Programme utilisée dans [BCHM10], l’objectif
de celui-ci est de fournir pour X un modèle (au sens de l’équivalence birationnelle) qui soit log
terminal ou une fibration de Mori.

Définition 3.2.4. — Soit (X,∆) une paire log canonique. Un espace fibré de Mori, ou fibration
de Mori, est un morphisme projectif f : X → Z entre variétés normales tel que

— X est Q-factorielle et ∆ est un R-diviseur ;
— ρ(X)− ρ(Z) = 1 et dimZ < dimX (c’est-à-dire f est un morphisme contractant) ;
— −(KX + ∆) est ample sur les fibres de f (c’est-à-dire f -ample).

Une fibration de Fano est un morphisme de variétés dont la fibre générale est une variété de
Fano. Par [BCHM10, Corollaire 1.3.3] et [Deb01, Corollaire 4.11, Exemple 4.7], en caractéristique
nulle toute variété quasiprojective lisse uniréglée est birationnelle à une fibration de Fano.

3.3. Modèle minimal
Définition 3.3.1. — Un faisceau inversible L sur un schéma propre est dit semi-ample s’il
existe un entier m > 0 tel que L ⊗m soit généré par ses sections globales. Un diviseur D est dit
semi-ample si OX(D) l’est.

Le théorème suivant est un corolaire de [BCHM10].

Théorème 3.3.2 ([LTT18, Théorème 2.3]). — Soit X une variété projective lisse et L un Q-
diviseur nef et gros sur X. Si KX+L est pseudo-effectif, alors il existe une contraction birationnelle
φ : X 99K X ′ vers une variété Q-factorielle et terminale X ′ telle que KX′ + φ∗L est semi-ample.

Le résultat suivant nous sera également utile lors de l’étude des sous-variétés accumulatrices.

Théorème 3.3.3 ([LT17, Théorème 3.5]). — Soit X une variété projective et L un Q-diviseur
nef et gros sur X. Supposons que κ(X,KX + a(X,L)L) = 0. Alors il existe une contraction bira-
tionnelle φ : X 99K X ′ vers une variété X ′ presque de Fano Q-factorielle et terminale telle que
a(X,L)φ∗L+KX′ soit numériquement trivial et b(X,L) = b(X ′, φ∗L).
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PARTIE II. ÉTUDE DES COMPOSANTES DE Mor(P1, X)

4. Dimension des composantes de Mor(P1, X, α)

Comme évoqué en introduction de ce mémoire, il est possible de distinguer deux phénomènes
d’accumulation de courbes rationnelles. Le premier est l’existence de composantes de Mor(P1, X, α)
de dimension strictement plus grande que celle attendue. Le second phénomène correspond à un
nombre trop grand de composantes, données par des courbes rationnelles admettant une factori-
sation non triviale : c’est l’objet de la section 5 de ce mémoire.

Jusqu’ici nous avons considéré le multidegré, cf. Définition 2.1.5.

deg :
{

Mor(P1, X) −→ Hom(Pic(X),Z)
ϕ 7−→ ([L] 7→ deg(ϕ∗(L))

Donnons-nous une classe α de courbes pseudo-effectives. La dimension attendue d’une composante
de Mor(P1, X, α) est −KX · α+ dimX, cf. Théorème 4.2.2. Si Y est une sous-variété de X, il n’y
a aucune raison que la dimension attendue pour une composante de Mor(P1, Y ) soit inférieure
strictement à celle attendue pour une composante de Mor(P1, X). En revanche, on pourra avoir
des courbes α sur Y telles que −KY ·α > −KX ·α, conduisant à une composante de dimension trop
grande. Dans le cas des variétés projectives lisses uniréglées, nous montrerons que les composantes
de dimension trop grande sont bien détectées par l’invariant a (cf. Proposition 4.2.3).

Plus généralement, soit π : Y → X un morphisme entre deux variétés projectives. Ce morphisme
induit un morphisme Mor(P1, Y )→ Mor(P1, X) et un morphisme π∗ entre les groupes de Néron-
Severi de X et Y , donné par π∗([L]) = [π∗(L)]. On a alors le diagramme suivant :

Mor(P1, Y ) Mor(P1, X)

NS(Y )∨ NS(X)∨
deg deg

(π∗)∨

Le morphisme (π∗)∨ n’est en général pas injectif. Ainsi, le degré ne permet pas de distinguer en
général des composantes de Mor(P1, X) qui proviennent de composantes différentes de Mor(P1, Y ).
C’est le second phénomène, dont nous donnerons un exemple dans la section 5. Notre premier but
est de montrer qu’il est possible d’exclure les sous-variétés dont l’invariant a est strictement plus
grand que celui de X. Leur réunion forme un ensemble dit exceptionnel. Il s’agit de vérifier qu’elles
ne recouvrent pas X : c’est l’objet du prochain paragraphe. Ensuite nous montrerons qu’une fois
exclues les courbes se factorisant à travers ces variétés et dans le cas des variétés uniréglées, les
composantes de Mor(P1, X) données par la face extrémale F (X,L) ont la dimension attendue :
c’est l’objet du Théorème 4.2.5.

4.1. Ensemble exceptionnel pour a. — Dans ce paragraphe on donne une preuve détaille du
résultat essentiel suivant.

Théorème 4.1.1. — Soient X une variété projective lisse, uniréglée, L un Q-diviseur nef et gros
sur X. Considérons

V =
⋃
Y ∈Y

Y où Y = {Y ⊂ X | Y sous-variété telle que a(Y, L|Y ) > a(X,L)}.

Alors V est contenu dans un fermé strict de X. De plus, ses composantes sont les éléments d’in-
variant a maximal.
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Par la suite on appellera abusivement fermé accumulateur un fermé strict de X contenant
l’ensemble V du Théorème 4.1.1. La preuve de ce théorème est due à B. Lehmann, S. Tanimoto et
Y. Tschinkel et est exposée dans [LTT18]. Dans ce papier, les auteurs supposent la conjecture de
Borisov-Alexeev-Borisov vérifiée. Or, celle-ci a été prouvée récemment par Birkar [Bir16].

Théorème 4.1.2 (WBABn). — Soit n un entier positif. Il existe un réel strictement positif δ(n)
tel que toute variété de Fano Q-factorielle terminale X, de dimension inférieure ou égale à n et
de rang de Picard égal à 1 satisfait

(−KX)dimX 6 δ(n).

Familles de sous-variétés. — Le résultat sur lequel repose la démonstration du Théorème 4.1.1
concerne les familles dominantes de sous-variétés d’une variété lisse projective, au sens de [Kol96,
Définition I.3.10]. Celles-ci ne sont en général pas géométriquement accumulatrices.

Proposition 4.1.3. — Soit X une variété projective lisse et L un Q-diviseur nef et gros. Soit
π : U →W une famille dominante de sous-variétés de X. Si Y est un élément général de la famille
U , alors a(Y, L) 6 a(X,L).

Démonstration. — Quitte à prendre une résolution de la famille universelle U , on la suppose lisse.
On note d la dimension des fibres de π, (on suppose dans la suite d > 1), n la dimension de X et m
celle de U . On a donc dimW = dimU−d > n−d. Considérons Y une fibre de π dont le fibré normal
est trivial. Remarquons que la trivialité du fibré normal d’une fibre est une condition ouverte sur
W . En effet, étant donnée une fibre Y , son fibré normal est trivial si et seulement si il existe un
(m − d)-uplet de sections globales s1, ..., sm−d ∈ H0(Y,NY/U ), dont le lieu de dégénérescence est
vide, c’est-à-dire s1(y) ∧ ... ∧ sm−d(y) 6= 0 pour tout point fermé y ∈ Y . Si cette condition est
vérifiée par Y , et que l’on déforme légèrement la variété, cette condition reste vérifiée. Les fibres
dont le fibré normal est trivial sont donc données par un ouvert de W . Autrement dit, le fibré
normal d’une fibre générale est trivial.

Une telle fibre vérifie alors les hypothèses de [Pet12, Théorème 6.2], ce qui fournit le fait suivant :
l’inclusion naturelle N1(Y ) → N1(U) envoie Nef1(Y ) dans Nef1(U). On en déduit en particulier
qu’une classe nef sur Y est envoyée sur une classe nef sur X via (s|Y )∗.

On suppose dimW > n − d. Considérons la section de W par un hyperplan général H : le
lemme suivant va nous permettre de faire chuter la dimension de W , a fortiori celle de la famille
universelle U , tout en conservant la fibre générale Y .

Lemme 4.1.4. — Si dim(U) > dim(X), pour un hyperplan général H, la section de W par H
induit une famille dominante

W ← UH → X

au sens de [Kol96, Définition I.3.10] avec UH lisse et contenant Y .

Preuve du lemme. — On note Ui les composantes irréductibles de U telles que U =
∑
imi[Ui] en

tant que cycle, et un W0 ouvert dense de W tel que g|Ui
est plat au-dessus de W0 La restriction

πH : UH → W ∩ H de U à la section de W par un hyperplan H est définie sur chacune de ses
composantes par le carré cartésien suivant et il est clair qu’il existe un H tel que la restriction soit
lisse et contienne la fibre Y .

(Ui)H Ui

H ∩W W

(π|Ui
)H

π|Ui
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Les trois premiers points de [Kol96, Définition I.3.10] sont vérifiés : il existe un sous-schéma réduit
Supp(UH) de X × (W ∩ H) de composantes irréductibles (Ui)H , que l’on note par la suite aussi
UH , tel que UH =

∑
imi[(Ui)H ] est un cycle algébrique, et π : UH → W ∩ H est un morphisme

propre. De plus, par changement de base g|(Ui)H
est plat au-dessus de l’ouvert W0 ∩H ⊂W ∩H.

Reste à vérifier que la fibre, au sens des cycles, au-dessus de w ∈ W ∩H est bien définie [Kol96,
Définition I.3.10.4].

On se donne T le spectre d’un anneau de valuation discrète. On note η le point générique et s
le point fermé, et on se donne un morphisme h : T → W ∩H tel que h(s) = w et h(η) ∈ W0 ∩H.
Alors la composée de h avec l’inclusionW ∩H ↪→W est un morphisme T →W envoyant s sur w et
η dans W0. Par hypothèse la fibre de π|Ui

au-dessus de w est irréductible, et la fibre de π au-dessus
de w, en tant que cycle, essentiellement égale [Kol96, Définition I.3.8] à

∑
imi limh→w(Ui/W ) où

lim
h→w

(Ui/W ) ∈ Zd
(
π−1
|Ui

(w)×w {s}
)

est la fibre, au sens des cycles, de π|Ui
au-dessus de w le long de h [Kol96, Définition I.3.9]. Or il est

clair par le diagramme suivant que celle-ci coïncide avec celle de π|Ui∩H au-dessus de w ∈W ∩H.

π−1
|Ui

(w)×w {s} {s} T

π−1
|Ui

(w) {w} W ∩H W

h h

Le point crucial est de vérifier qu’il existe H tel que la composée UH → U → X soit dominante.
Puisque U → X est dominante, pour tout ouvert V ⊂ X on a (V ×W ) ∩ U 6= ∅. Par conséquent,
si on note Uk(X) la fibre générique de U → X, on a donc Uk(X) 6= ∅ et il s’agit de montrer que
pour un hyperplan général, (UH)k(X) 6= ∅.

Considérons donc U = Ui comme plus haut. Le diagramme suivant constitué de deux carrés
cartésiens permet de définir la section (Uk(X))H ci-dessous et de vérifier que (Uk(X))H ∼= (UH)k(X).

Uk(X) Spec(k(X))

UH U X

W ∩H W

En effet, si Z → UH et Z → k(X) sont des morphismes, on obtient le diagramme suivant.

Z

(Uk(X))H Uk(X) Spec(k(X))

UH U X

W ∩H W

1
2
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La première flèche pointillée est donnée par la propriété universelle du carré cartésien appliquée à la
composée Z → UH → U et à Z → k(X). La seconde flèche est ensuite donnée par la première et par
Z → UH →W ∩H. Par la propriété universelle du produit fibré, on a bien (Uk(X))H ∼= (UH)k(X).

Il suffit donc à présent de justifier que pour H général, (Uk(X))H est non-vide. Or on a supposé
dim(U) > dim(X) donc toute composante irréductible U de U vérifie que Uk(X) est une variété sur
k(X) de dimension strictement positive.

Uk(X) Spec(k(X))

U X

W Spec(k)

Alors Uk(X) vue comme une sous-variété deW×kSpec(k(X)) est de dimension strictement positive.
Ainsi pour un hyperplan général H sur k l’intersection H ×k Spec(k(X)) ∩ Uk(X) est non-vide,
intersection qui n’est autre que (Uk(X))H .

Revenons à la preuve de la Proposition 4.1.3. La section de W par un hyperplan général fournit
par restriction une famille lisse UW1 →W1 contenant Y et dont la base est de dimension n− 1. En
réitérant ce procédé, on obtient une famille UT contenant Y , dont la base T est de dimension n−d
et UT → X est génériquement finie et dominante. Le fibré normal de Y vue dans UT est trivial et
on peut à nouveau appliquer [Pet12, Théorème 6.2].

La famille UT → X étant génériquement finie et dominante, le fibré canonique de UT est par
conséquent équivalent à

s∗|UT
KX + E

où E est un diviseur effectif donné par le lieu exceptionnel de s|UT
: UT → X. Soit α une classe de

courbe nef sur Y . Via l’inclusion i : Y → UT et par la formule de projection,

(KY + a(X,L)s∗|Y L) · α = (KUT
+ a(X,L)s∗|UT

L) · i∗α
= (s|UT

∗KX + E + a(X,L)s∗|UT
L) · i∗α

> (s∗|UT
KX + a(X,L)s∗|UT

L) · i∗α
= (KX + a(X,L)L)(s|Y )∗α
> 0

et donc par dualité KY + a(X,L)(s|Y )∗L est pseudo-effectif. Par ailleurs, on avait supposé Y lisse
sans perte de généralité puisque a est un invariant birationnel. Finalement a(Y, L) 6 a(X,L).

Sous-variétés accumulatrices. — On montre à présent qu’il est possible d’isoler dans un fermé
strict de X les variétés accumulatrices d’une famille quelconque. C’est le résultat le plus fort de ce
paragraphe et duquel on pourra déduire le Théorème 4.1.1.

Théorème 4.1.5. — Soit X une variété projective lisse et L un Q-diviseur nef et gros sur X.
Soit π : U → W une famille de sous-variétés de X. Il existe un fermé strict V ⊂ X tel que tout
élément Y de U vérifiant a(Y,L) > a(X,L) est contenu dans V .

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension des composantes irréductibles de
W . Le cas de la dimension nulle est claire : W est alors une union disjointe finie de points. On
suppose qu’on a prouvé le résultat jusqu’à la dimension p − 1. Soit π : U → W une famille de
sous-variétés de X où dim(W ) = p. Si la famille n’est pas dominante, alors son image dans X
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convient. Supposons donc qu’elle l’est, alors par la Proposition 4.1.3 les points de W au-dessus
desquels la fibre Y de π vérifie a(Y,L) > a(X,L) sont contenus dans un fermé strict W ′ ⊂ W

vérifiant donc dim(W ′) < dim(W ). NotonsW ′i les composantes irréductibles deW ′ et U ′i →W ′i les
restrictions de U →W auxW ′i , lesquelles sont en nombre fini. D’après l’hypothèse de récurrence, il
existe des fermés stricts V ′i ⊂ X tels que tout élément de Ui vérifiant a(Y,L) > a(X,L) est contenu
dans V ′i . Finalement tout élément de U vérifiant a(Y,L) > a(X,L) est contenu dans le fermé strict
V = ∪iV ′i .

Recouvrement par des sous-variétés de même invariant a. — La dichotomie suivante fait intervenir
les outils du Programme du Modèle Minimal dans la démonstration du Théorème 4.1.1. C’est
un élément essentiel de la construction par récurrence d’un fermé accumulateur. Sa preuve fait
également appel au Théorème 4.1.5.

Proposition 4.1.6. — Soit X une variété projective uniréglée de dimension n. Soit L un Q-
diviseur nef et gros sur X. Alors

— X est recouverte par des sous-variétés strictes Y telles que a(Y,L|Y ) = a(X,L)
ou bien

— X est birationnelle à une variété de Fano Q-factorielle, terminale et de rang de Picard égal
à 1.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que κ(KX + a(X,L)L) > 1. Alors les fibres de
la fibration d’Iitaka recouvrent X et vérifient a(Y,L) = a(X,L). En effet, par le Théorème
4.1.5 on a a(Y,L) 6 a(X,L) pour une fibre générale. Mais a(Y,L) < a(X,L) impliquerait que
(KX)Y + a(X,L)L|Y est gros sur Y , ce qui est faux pour une fibre très générale de la fibration
d’Iitaka, cf. Théorème 3.1.3.

Supposons à présent que κ(KX +a(X,L)L) = 0 et appliquons le programme du modèle minimal
(cf. Théorème 3.3.2) à la paire (X,KX + a(X,L)L) : soit φ : X 99K X ′ l’application birationnelle
obtenue, où X ′ est Q-factorielle et terminale. Dans ce cas, par le Théorème 3.3.3 on peut supposer
de plus que KX′ + a(X,L)φ∗L est numériquement trivial. Pour un choix ε > 0 suffisamment petit,
le programme du modèle minimal appliqué à (X,KX + (1 − ε)a(X,L)L) fournit une contraction
birationnelle ψ : X 99K X̃ vers une fibration de Mori π : X̃ → Z telle que KX̃ + a(X,L)ψ∗L
est numériquement trivial sur les fibres générales de π. Quitte à considérer l’adhérence du graphe
de ψ et remplacer X par une variété birationnellement isomorphe, on peut supposer que ψ est
un morphisme. Si dimZ = 0, alors X̃ est une variété de Fano Q-factorielle terminale de rang de
Picard égal à 1. Supposons donc que dimZ > 0.

Donnons-nous Ỹ une fibre générale de π et Y = ψ−1(Ỹ ). Soit C̃ une courbe dans Ỹ , obtenue
en prenant une intersection complète d’hyperplans. Cette courbe C̃ est mobile, et quitte à la
déformer, on peut supposer qu’elle évite les points images du lieu exceptionnel de ψ, et donc que
sa transformée stricte C par ψ évite le lieu exceptionnel de ψ. De plus, ψ étant une contraction
birationnelle, C est nef. On a donc par la formule de projection

(KY + a(X,L)L|Y ) · C = 0

et donc KY + a(X,L)L|Y n’est pas dans l’intérieur du cône effectif de Y (c’est-à-dire que
(KX + a(X,L)L)|Y n’est pas gros) et donc a(Y, L) > a(X,L). Or par le Théorème 4.1.5, prendre
Y générale fournit a(Y, L) 6 a(X,L). On a finalement égalité.

On déduit de cette proposition et du Théorème WBABn le lemme suivant. Il permet notamment
de contrôler le L-degré de sous-variétés géométriquement accumulatrices.
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Lemme 4.1.7. — Soit X une variété projective, uniréglée et lisse, de dimension n et L un Q-
diviseur nef et gros sur X. Alors

— X est dominée par des sous-variétés strictes Y vérifiant a(Y, L|Y ) = a(X,L)
ou bien

— Ln 6 δ(n)
a(X,L)n où δ(n) est un réel positif (indépendant de X et L).

Preuve du lemme. — Il s’agit d’une conséquence de la Proposition 4.1.6, laquelle donne la première
alternative, et du Théorème 4.1.2. On suppose donc que la première alternative n’est pas vérifiée et
on se donne φ : X → X ′ un morphisme birationnel vers une variété de Fano Q-factorielle terminale,
de rang de Picard 1 et sur laquelle le fibré KX′ + a(X,L)φ∗L est numériquement trivial. On note
n la dimension de X. On a a(X,L) > 0.

Par le Théorème WBABn (Théorème 4.1.2), on dispose d’une constante δ(n) telle que

a(X,L)n vol(φ∗L) = (−KX′)n 6 δ(n).

Mais par ailleurs puisque X ′ est normale et Q-factorielle, nous avons l’inégalité

Ln = vol(L) 6 vol(φ∗φ∗L) = vol(φ∗L)

ce qui fournit bien

Ln 6
δ(n)

a(X,L)n
et conclut la preuve du lemme.

Fermé accumulateur : le cas des courbes. — La construction d’un fermé strict contenant l’en-
semble V du Théorème 4.1.1 se fait par récurrence finie sur la dimension des sous-variétés qui le
composeront. Il s’agit donc dans un premier temps de le construire pour les courbes de X.

Théorème 4.1.8. — Soit X une variété projective lisse uniréglée et L un Q-diviseur nef et gros.
Il existe une partie stricte V fermée dans X tel que toute courbe C de X vérifiant a(C,L) > a(X,L)
est contenue dans V .

Démonstration. — Soit C une courbe sur X telle que a(C,L) > a(X,L). Comme X est uniréglée,
d’une part a(X,L) > 0 et donc par conséquent une telle courbe vérifie a(C,L) > 0, d’autre part, il
suffit de considérer les courbes C qui sont rationnelles. Considérons B+(L) le lieu de base étendu
de L, qui est un fermé strict de X car L est gros. Par le Théorème de Nakamaye (Théorème 3.1.5),
C ⊂ B+(L) si et seulement si C ·L = 0. Supposons donc à présent C * B+(L), c’est-à-dire C ·L > 0
puisque L est nef. Il vient a(C,L) = 2

L·C (cf. Exemple 2.3.3), et si a(C,L) > a(X,L) alors

0 < L · C <
2

a(X,L) .

D’après le Lemme 3.1.6 il n’y a qu’un nombre fini de familles de courbes de L-degré borné. Pour
chaque famille de courbes, on applique alors le Théorème 4.1.5.

Conclusion. — À présent nous sommes en mesure d’achever par récurrence la construction d’un
fermé accumulateur.

Preuve du Théorème 4.1.1. — Premier point. On construit un fermé strictement inclus dans X
contenant tous les Y tels que a(Y, L|Y ) > a(X,L) par récurrence sur la dimension de Y . On a donc
d’abord prouvé plus haut le résultat pour les courbes (Théorème 4.1.8). Le passage à l’hérédité est
ensuite permise par le Lemme 4.1.7.
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Supposons qu’il existe fermé strict Vi de X tel que toute sous-variété Y de dimension inférieure
ou égale à i > 1 et vérifiant a(Y,L) > a(X,L) est contenue dans Vi. Donnons-nous une sous-variété
Y de dimension i+1 vérifiant a(Y,L) > a(X,L). D’après le Lemme 4.1.7, deux cas sont possibles. Si
Y est recouverte par des sous-variétés Z telles que a(Z,L) = a(Y,L), alors Y est de facto contenue
dans Vi et il n’y a rien à faire. Sinon, on a l’inégalité

Y · Li+1 6
δ(i+ 1)
a(Y, L)i+1 <

δ(i+ 1)
a(X,L)i+1

et le L-degré de Y est majoré par une certaine constante C > 0. Or d’après le Lemme 3.1.6, il existe
un fermé de Chow(X) paramétrant les variétés de L-degré majoré par C et n’étant pas contenues
dans B+(L). Par le Théorème 4.1.5, les variétés Z de cette famille vérifiant a(Z,L) > a(X,L) sont
contenues dans un fermé strict V ′i+1. On pose finalement

Vi+1 = Vi ∪ V ′i+1 ∪B+(L).

Par irréductibilité de X, ceci définit bien un fermé strict de X. La récurrence se termine avec la
construction du fermé strict Vn−1.

Second point. La preuve précise du premier point donne le fait suivant : chaque composante de
V est dominée par une famille de sous-variétés d’invariant de Fujita plus grand que celui de X.
On en déduit que toute composante de V va également avoir un invariant a plus grand que celui
de X.

Quelques exemples de variétés sans accumulation. — On donne pour terminer cette section
quelques exemples de variétés pour lesquelles V est vide.

Exemple 4.1.9 (D’après [CS09] et [LT19]). — Soit X une hypersurface cubique lisse de
dimension n > 3. Par la formule d’adjonction, KX = −(n− 1)H où H est la classe d’un hyperplan
sur X, d’où a(X,H) = (n− 1) par amplitude de H.

Soit Y une sous-variété de X, que l’on suppose lisse quitte à prendre une résolution. La Pro-
position 2.3.2 nous dit que a(Y,H) 6 dimY + 1. Une sous-variété de X de codimension au moins
deux n’a donc pas un invariant de Fujita plus grand que celui de X.

Supposons alors que Y est de codimension 1. Par [LT19, Lemme 3.8], ou bien a(Y,H) 6 n− 1
ou bien HdimY · Y = 1, c’est-à-dire que Y est un sous-espace linéaire de codimension 1, ce qu’une
hypersurface cubique lisse de dimension n > 3 ne contient pas.

D’autres exemples de variétés sans ensemble exceptionnel pour a sont donnés par les hypersur-
faces quartiques lisses de dimension n > 5 [LT19, Exemple 4.9] ou les volumes de Fano de rang de
Picard 1 et d’index 2 [LTT18, Section 6].

4.2. Dimension de Mor(P1, X, α). — Le résultat suivant précise ce que nous entendions plus
haut par bonne dimension. On fixe α une classe dans Eff1(X)Z. Dans ce qui suit, U désignera
toujours le complémentaire dans X du fermé V ( X défini dans le Théorème 4.1.1. Le théorème
suivant est un résultat classique de déformation.

Théorème 4.2.1 ([Deb01, Théorème 2.6]). — Soient X et Y des variétés projectives sur un
corps k, et f : Y → X un morphisme sur k tel que X est lisse le long de f(Y ).

Localement autour de [f ], le schéma Mor(Y,X) peut être défini par h1(Y, f∗TX) équations dans
un sous-schéma lisse de dimension h0(Y, f∗TX).

En particulier,
dim[f ] Mor(Y,X) > h0(Y, f∗TX)− h1(Y, f∗TX).
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Dans le cas des courbes rationnelles, on déduit du théorème précédent et du Théorème de
Riemann-Roch le résultat suivant.

Théorème 4.2.2 ([Kol96, Théorème II.1.2]). — Soit W une composante irréductible de
Mor(P1, X, α). Alors

dimW > −KX · α+ dimX

et si W paramètre une famille dominante de courbes, alors il y a égalité.

Preuve du premier point. — Si Y = C est une courbe, le Théorème de Riemann-Roch fournit

χ(C, f∗TX) = −KX · f∗C + (1− g(C)) dimX

et donc
dim[f ] Mor(C,X) > −KX · f∗C + (1− g(C)) dimX

ce qui dans le cas particulier C = P1 fournit

dim[f ] Mor(P1, X) > −KX · f∗C + dimX.

De plus, si H1(P1, f∗TX) = 0, alors Mor(P1, X) est lisse en [f ]. Avec les notations de la
Définition 2.2.2, cela correspond à an > −1. Les courbes rationnelles libres sont donc paramétrées
par des points réguliers de Mor(P1, X).

Parties géométriquement accumulatrices. — Un point fondamental est d’établir le lien entre la
dimension d’une composante W de Mor(P1, X, α) et l’invariant associé à son image dans X. La
proposition suivante donne une première réponse.

Proposition 4.2.3. — Soient X une variété projective lisse uniréglée et L un Q-diviseur effectif
sur X. Soit W une composante irréductible de Mor(P1, X, α) où

(KX + a(X,L)L) · α = 0

Notons Z = ∪ϕ∈W Im(ϕ) l’adhérence, pour la topologie de Zariski, de l’image de W dans X. Alors,
— si dimW > −KX · α+ dimX alors a(Z,L|Z) > a(X,L) ;
— si Z ( X alors a(Z,L|Z) > a(X,L).

Démonstration. — On peut tout d’abord exclure le cas a(Z,L|Z) =∞ puisqu’alors les deux points
sont vérifiés. On suppose donc a(Z,L|Z) <∞. Le sous-schéma Z n’a aucune raison d’être lisse, on
se donne donc f : Y → Z une résolution des singularités. Puisque a est un invariant birationnel, on
veut donc prouver a(Y,L) > a(X,L). À la famille de courbes C paramétrée par W est associée une
famille C◦ de courbes sur Y de la façon suivante : pour toute courbe C de C on prend la clôture de
f−1(C \ E) où E est le lieu exceptionnel de f , appelée transformation stricte de la courbe C par
f . La famille C◦ de courbes sur Y est paramétrée par un ouvert W ◦ de Mor(P1, Y ).

Par définition de Z, W ◦ est contenu dans une composante irréductible de Mor(P1, Y ) qui para-
mètre des courbes dominant Y (et est donc de la dimension attendue par le Théorème 4.2.2). Par
conséquent si C est une courbe irréductible paramétrée par W ◦

dim(W ◦) 6 −KY · C + dim Y

et par ailleurs, puisque l’on a toujours

dim(W ◦) > −KX · f∗C + dimX

il vient
−KX · f∗C + dimX 6 −KY · C + dim Y.
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Or nous avons supposé que dimY < dimX ou dimW > −KX · α+ dimX, dans les deux cas cela
fournit −KX · f∗C < −KY · C c’est-à-dire par la formule de projection

(KY − f∗KX) · C < 0.

Or on a également supposé que (KX+a(X,L)L)·α = 0, en particulier (KX+a(X,L)L)|Z ·f∗C = 0.
On peut donc remplacer f∗KX · C par a(X,L)L|Y · C (à nouveau par projection), ce qui donne

(KY + a(X,L)L|Y ) · C < 0

mais la famille C0 domine la variété lisse Y : la courbe C est mobile, c’est-à-dire qu’elle est dans
le dual du cône pseudo-effectif, qui est le cône Nef1(Y ) des courbes numériquement effectives. Il
vient donc KY + a(X,L)f∗L /∈ Eff1(Y ). Par définition de l’invariant de Fujita, ceci revient à dire
a(Y,L) > a(X,L) et conclut la preuve.

Dimension effective. — Avant d’énoncer le résultat principal de ce paragraphe, faisons la remarque
suivante.

Remarque 4.2.4. — Dans les théorèmes suivants, nous allons pouvoir nous restreindre
à des courbes numériquement effectives. En effet, soit α ∈ Eff1(X)Z \ Nef1(X)Z vérifiant
(KX + a(X,L)L) · α = 0. On suppose toujours X uniréglée. Alors

MorU (P1, X, α) = ∅.

Raisonnons par l’absurde en supposant que cela n’est pas le cas, et donnons-nous une courbe C
de classe α qui rencontre U . Déformons C pour obtenir une sous-variété Z de X, qui rencontre
également U : nécessairement, a(Z,L|Z) 6 a(X,L) par la Proposition 4.2.3 et X = Z. Alors,
quitte à prendre une résolution de X, α est une classe numériquement effective, ce qui contredit
l’hypothèse de départ. Conclusion : on supposera α ∈ F (X,L).

Théorème 4.2.5. — Soit X une variété projective lisse uniréglée et soit L un Q-diviseur sur X,
supposé nef et gros.

Supposons que α appartienne à la face extrémale F (X,L). Dans le cas où MorU (P1, X, α) est
non-vide, c’est-à-dire qu’il existe des courbes de classe α rencontrant l’ouvert U , on a alors

dim MorU (P1, X, α) = −KX · α+ dimX.

De plus, toute composante de dimension dim MorU (P1, X, α) paramètre une famille dominante de
courbes rationnelles.

Démonstration. — On sait par le Théorème 4.1.1 que U est non-vide. Ensuite, si W est une
composante irréductible de MorU (P1, X, α), on déduit du premier point de la Proposition 4.2.3 que
la dimension de W est celle attendue, et du second point que la famille de courbes est dominante.

On en déduit le cas particulier suivant.

Théorème 4.2.6. — Soit X une variété quasi de Fano. Supposons que α ∈ Nef1(X)Z : dans ce
cas l’hypothèse α ∈ F (X,−KX) est toujours vérifiée. Dans le cas où MorU (P1, X, α) est non-vide,
c’est-à-dire qu’il existe des courbes de classe α rencontrant l’ouvert U , on a alors

dim MorU (P1, X, α) = −KX · α+ dimX

De plus, toute composante de dimension dim MorU (P1, X, α) paramètre une famille dominante de
courbes rationnelles.
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5. Nombre de composantes : conjecture de Batyrev

5.1. Vers une version affinée. — La question du nombre de composantes constitue l’autre face
de notre étude de Mor(P1, X). La conjecture suivante est attribuée à Batyrev [LT19, Conjecture
5.1].

Conjecture 5.1.1. — Soient X une variété projective lisse et uniréglée, et L un Q-diviseur nef
et gros sur X. Étant donnée une classe numériquement effective α ∈ Nef1(X)Z, on note h(α) le
nombre de composantes de Mor(P1, X, α) qui paramètrent génériquement des courbes libres.

Il existe un polynôme à coefficients entiers P tel que

h(α) 6 P (L · α)

pour tout α. Autrement dit, le nombre de composantes est bornée par un polynôme en le degré
sur L de la courbe.

Il est naturel de chercher à affiner cette conjecture en précisant le degré du polynôme. On
pourrait à première vue suggérer que celui-ci soit donné par b(X,L)− 1, mais les phénomènes de
contraction de face fournissent un contre-exemple.

Exemple 5.1.2. — Donnons un exemple issu du cadre arithmétique [TB96]. Considérons V la
sous-variété de P3×P3 définie par le polynôme

f =
3∑
i=0

XiY
3
i .

On travaille sur le corps C ou sur un corps k algébriquement clos de caractéristique différente de
2 et 3.

On voit une courbe rationnelle φ : P1 → V comme un morphisme φ : P1 → P3×P3 donné
par deux 4-uplets de polynômes homogènes à deux indéterminées (P0, P1, ..., P3) et (Q0, ..., Q0),
vérifiant de plus la condition

∑3
i=0 PiQ

3
i = 0.

On vérifie facilement que V est lisse. Elle est également de Fano : par la formule d’adjonction (cf.
Propriété 1.1.5), son fibré canonique est OV (−1,−3), d’inverse ample. Le Théorème de Lefschetz
pour les groupes de Picard [Laz04a, Example 3.1.25] fournit un isomorphisme

Z2 ∼= Pic(P3×P3) ∼−→ Pic(V )

et on a a(V,−KV ) = 1, b(V,−KV ) = 2. On considère d’autre part le morphisme mince α :
P3×P3 → P3×P3 induit par Xi 7→ X3

i et Yi 7→ Yi pour i = 0, ..., 3. On chercher à étudier une
condition pour que le morphisme φ se factorise à travers α.

P1

P3×P3 V

ψ φ

α

On voit ici qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’une telle factorisation existe est que
Pi

Pj
soit un cube dans k(X,Y ). Supposons cette condition vérifiée et fixons les notations en posant

(Pi/Pj) =
(
P̃i/P̃j

)3 pour des polynômes homogènes P̃0, P̃1, P̃2, P̃3 dans k(X,Y ). Dès lors l’appli-
cation ψ est donnée par les 4-uplets (P̃0, P̃1, P̃2, P̃3) et (Q0, Q1, Q2, Q3) et son image est incluse
dans une variété W ⊂ P3×P3 donnée par l’équation

3∑
i=0

x3
i y

3
i = 0.
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Remarquons que W est singulière, le lieu singulier étant l’ensemble des points (x0 : ... : x3, y0 :
... : y3) vérifiant xiyi = 0 pour tout i ∈ {0, 1, 2}. Considérons π : W → P3 la première projection
et notons η le point générique de P3. En considérant la fibre générique au-dessus de P3, on
peut changer de base et voir W comme une surface cubique définie sur le corps de fractions
k(X0, X1, X2, X3) = k(P3).

Wη W

{η} = Spec k(P3) P3

π

Supposons que le polynôme X2 +X+1 soit scindé sur k. La fibre génériqueWη, vue comme surface
sur k(P3), contient alors 27 droites données explicitement : les 9 premières sont données par

x0y0 = −jkx1y1

x2y2 = −jlx3y3

où j est une racine de X2 + X + 1 et k, l des entiers parcourant {0, 1, 2}, ce qui nous donne
bien neuf droites. Les dix-huit droites restantes sont obtenues en permutant circulairement les
indices des indéterminées, ce qui donne bien deux autres groupes de neuf. Ces droites engendrent
N1(Wη/k(P3)) ' Z7.

De là, Cl(W/k) = Cl(Wη/k) ⊕ Z = Z8 (notation de [Har77, Définition p. 131] pour le groupe
de classes de diviseurs de Weil pour l’équivalence linéaire). En effet, si U est un ouvert de W , on
a une suite exacte [Ful84, Proposition 1.8]

⊕Z→ Cl(W )→ Cl(U)→ 0

où la première somme est prise sur les diviseurs (de Weil) premiers à support dans W \ U . En
particulier, soit V un ouvert de P3 et U = π−1(V ). On a donc, en passant à la limite sur l’ouvert
V , une suite exacte

⊕Z→ Cl(W )→ Cl(Wη)→ 0
où la première somme est prise sur les diviseurs premiers ne dominant pas P3, c’est-à-dire les
diviseurs verticaux donnés par des fibres Wp pour p ∈ P3. Ceux-ci sont donc tous rationnelle-
ment équivalents, leur image dans Cl(W ) est Z et il vient l’égalité attendue en passant à l’équi-
valence numérique. En considérant W̃ une résolution de W , on obtient a(W,−α∗KV ) = 1 et
b(W,−α∗KV ) = ρ(W̃ ) > 8. Les équations

x0y0 = −jkx1y1

x2y2 = −jlx3y3

pour k, l ∈ {0, 1, 2} définissent un diviseur de Cartier sur W qui n’est pas dans l’image de α∗ :
Pic(V )→ Pic(W ). En passant au dual, l’application N1(W )Z → N1(V )Z n’est pas injective, et le
degré du polynôme dans la conjecture de Batyrev ne peut être donné par l’invariant b.

Lehmann et Tanimoto énoncent alors le raffinement conjectural suivant [LT19, Conjecture 5.4].

Conjecture 5.1.3. — Soit X une variété projective lisse quasi de Fano. Étant donnée une classe
numériquement effective α ∈ Nef1(X)Z, on note h(α) le nombre de composantes de Mor(P1, X, α)
qui paramètrent génériquement des courbes libres.

La fonction m ∈ Z 7→ h(mα) est bornée pour tout α par un polynôme P (m). Son degré est le
plus grand entier p tel que si f : Y → X est face-contractant et α ∈ f∗(F (Y, f∗L)),

p = dim(F (Y, f∗L))− dim f∗(F (Y, f∗L)).
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5.2. Espace de Kontsevich. — On présente ici quelques éléments essentiels pour manipuler les
espaces de modules de courbes sur une variété complète. La référence utilisée ici sont les notes de
Fulton et Pandharipande [FP96]. Un schéma algébrique est par définition un schéma de type fini
sur un corps, ici le corps C des nombres complexes.

Si X est une variété projective lisse et β une classe dans H2(X,Z), on définit Mg,n(X,β)
comme étant l’ensemble des classes d’isomorphisme d’applications marquées (C, p1, ..., pn, µ) sur
X où C est une courbe projective lisse de genre g, les points marqués p1, ..., pn sont distincts et
le morphisme µ : C → X vérifie µ∗([C]) = β (on dit que µ représente β). Un isomorphisme entre
deux applications marquées (C, p1, ..., pn, µ) et (C ′, p′1, ..., p′n, µ′) est un isomorphisme de schémas
τ : C → C ′ envoyant pi sur p′i et vérifiant µ′ ◦τ = µ. On remarque que si β n’est pas la classe d’une
courbe sur X, alors Mg,n(X,β) est vide. Le cas du genre zéro est celui qui nous intéressera par la
suite, et on constate que si X ne possède pas de courbes rationnelles, alors M0,n(X,β) est vide.
Certaines hypothèses fortes seront donc à faire sur X (par exemple, X variété uniréglée). De plus,
il est plus aisé d’autoriser certaines irrégularités en travaillant dans le compactifié Mg,n(X,β), dit
espace de module grossier.

La première notion dont nous avons besoin est celle de courbe quasi-stable.

Définition 5.2.1 (Courbe marquée quasi-stable). — Une courbe quasi-stable de genre g
marquée en n points est la donnée (C, p1, ..., pn) d’une courbe C projective connexe, réduite et au
plus nodale, de genre arithmétique g, et de n points p1, ..., pn sur celle-ci.

Les déformations de courbes sont ensuite vues comme des familles de courbes.

Définition 5.2.2 (Famille de courbes). — Soit S un schéma algébrique sur C. Une famille
sur S de courbes quasi-stables de genre g et marquées en n points est la donnée d’une application
projective et plate π : C → S et de n sections p1, ..., pn : S → C telles que chaque fibre

(Cs, p1(s), ..., pn(s))

est une courbe quasi-stable de genre g marquée en n points.
Une famille sur S d’applications de courbes quasi-stables de genre g et marquées en n points

vers un schéma algébrique X est la donnée

(π : C → S, p1, ..., pn, µ : C → X)

où (π : C → S, p1, ..., pn) est une famille de courbes quasi-stables sur S et µ : C → X un morphisme
de schémas.

Dans la suite on utilisera l’abréviation «courbe n-marquée» pour signifier «courbe marquée en n
points». Deux familles sur S sont dites isomorphes s’il existe un morphisme de schémas r : C → C′
tel que π = π′ ◦r, p′i = r◦pi et µ = µ′ ◦r. Lorsque S = Spec(C) et π est le morphisme de structure,
on l’omet dans la notation.

Un point spécial d’une composante E d’une courbe quasi-stable C est un point marqué ou point
d’intersection de composantes appartenant à E.

Définition 5.2.3. — Une application (C, p1, ..., pn) d’une courbe quasi-stable de genre g et n-
marquée vers X est dite stable si toute composante E ⊂ C vérifie les deux conditions suivantes.

— Si E ∼= P1 et µ envoie E sur un point, alors E doit contenir au moins trois points spéciaux.
— Si E est de genre 1 et µ envoie E sur un point, alors E doit contenir au moins un point

spécial.
Une famille d’applications pointées est dite stable si l’application pointée induite sur chaque fibre
l’est.
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Remarque 5.2.4. — La condition de stabilité équivaut à la finitude du groupe d’automorphismes
de la courbe [FP96, Lemme 6].

Soit X un schéma projectif algébrique sur C, et β une classe dans H2(X,Z). On définit un
foncteur contravariant de la catégorie des schémas algébriques sur C vers la catégorie des ensembles
en associant, à un schéma S, l’ensemble des classes d’isomorphismes sur S de familles stables
d’applications de courbes n-marquées de genre g, vers X, et représentant β. On note ce foncteur
Mg,n(X,β).

À présent il est possible d’énoncer le théorème d’existence de l’espace des modules des applica-
tions stables vers un schéma X algébrique sur C. Il est attendu que celui-ci vérifie une propriété
universelle, laquelle servira à définir les applications canoniques d’évaluation en les points marqués
d’une classe de courbes, utiles par la suite. La construction, admise ici, est exposée dans [FP96].

Théorème 5.2.5 ([FP96, Théorème 1]). — Soit X un schéma projectif algébrique sur C, et
β une classe dans H2(X,Z).

Il existe un espace de module grossier pour le foncteur Mg,n(X,β), c’est-à-dire un schéma
projectif Mg,n(X,β), muni d’une transformation naturelle de foncteurs

φ :Mg,n(X,β)→ HomSch(∗,Mg,n(X,β))

satisfaisant les deux propriétés suivantes.
— φ(Spec(C)) est une bijection entre ensembles, autrement dit, les points complexes de Mg,n

paramètrent les classes d’isomorphismes de courbes stables sur C.
— Universalité. Si Z est un schéma et

ψ :Mg,n(X,β)→ HomSch(∗, Z)

une transformation naturelle, alors il existe un unique morphisme de schémas γ :
Mg,n(X,β)→ Z tel que la transformation naturelle induite

γ̃ : HomSch(∗,Mg,n(X,β))→ HomSch(∗, Z)

rende commutatif le diagramme de transformations naturelles suivant.
Mg,n(X,β) HomSch(∗,Mg,n(X,β))

HomSch(∗, Z)

φ

ψ
γ̃

Définition 5.2.6 (Morphismes d’évaluation). — Pour tout schéma S algébrique sur C et
ζ = (π : C → S, p1, ..., pn, µ) famille deMg,n(X,β)(S), la composée

θi(S)(ζ) = µ ◦ pi ∈ Hom(S,X)

définit une transformation naturelle θi : Mg,n(X,β) → Hom(∗, X). On définit l’évaluation ca-
nonique ρi : Mg,n → X comme étant l’unique morphisme de schémas induit par θi, d’après la
propriété universelle du Théorème 5.2.5.

5.3. Chaînes de courbes libres. — Nous allons à présent travailler dans l’espace de module
grossier M0,0(X), union disjointe des M(X,β), et plus généralement les espaces M0,n qui para-
mètrent des courbes stables que l’on peut voir comme des chaînes de courbes rationnelles s’inter-
sectant transversalement et marquées en n points distincts lisses. Chaque composante d’une telle
courbe stable contient aux moins trois points spéciaux (points marqués ou nœuds d’intersection
entre composantes).
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Remarque 5.3.1. — L’application Mor(P1, X) → M0,0(X) est le quotient par Aut P1 =
PGL2(C). Pour passer d’une composante de Mor(P1, X) (paramétrant des morphismes non-
constants) à une composante de M0,0(X), on retranche donc 3 à la dimension attendue.

Une composante M de M0,0(X), dont on supposera toujours qu’elle paramètre génériquement
des courbes libres, est munie d’une unique structure de variété réduite. On notera U ⊂ M le lieu
des courbes libres et M ′ l’unique composante de M0,1(X) qui paramètre un point marqué sur une
courbe de M . On désignera par M ′′ l’analogue dans M0,2(X).

Définition 5.3.2. — Une chaîne de courbes rationnelles de longueur r est une courbe C stable
sans point marqué dont les composantes irréductibles C1, ..., Cr sont des courbes rationnelles,
telles que pour tout 0 6 i 6 r − 1, Ci+1 intersecte transversalement C1 ∪ ... ∪Ci en un seul point.
Une chaîne de courbes libres de longueur r sur X est une application stable f : C → X telle que
C est une chaine de courbes rationnelles avec r composantes et que chaque Ci se réalise à travers
f comme courbe libre sur X.

Une chaîne de courbes libres est un point régulier de M0,0(X) [Kol96, Section II.3].

Paramétrer les chaînes de courbes libres. — Les chaînes de courbes libres de longueur r peuvent
être paramétrées par le produit fibré suivant :

M ′1 ×X M ′′2 ×X ...×X M ′r

lorsque la courbe Ci appartient à la composanteMi, laquelle paramètre génériquement des courbes
libres. En effet, on utilise l’axiome de partition ([KM94, 2.2.6 splitting]) : si g1, g2 sont des genres
de courbe fixés, n1 et n2 des entiers positifs, tels que g = g1 + g2, n = n1 + n2 et ni + 2gi − 2 > 0,
S = S1 et S2 deux sous-ensembles complémentaires de {1, ..., n} respectivement de cardinal n1 et
n2, il existe une application canonique

Mg1,n1+1(X)×X Mg2,n2+1(X)→Mg,n(X)

envoyant deux courbes marquées (Ci, (x(i)
1 , ..., x

(i)
ni+1)) sur leur union C1 ∪ C2 en identifiant x(1)

n1+1

avec x(2)
1 , en numérotant les points marqués restant de l’unique façon conservant leur ordre relatif

et de telle sorte que les points de Ci sont numérotés par Si.
Ainsi, dans notre situation, on a un morphisme

M0,1(X)×X M0,2(X)×X ...×X M0,2(X)×X M0,1(X) −→M0,0(X)

donné par les injections successives

M0,1(X)×X M0,2(X)×X ...×X M0,2(X)︸ ︷︷ ︸
r−2

×XM0,1(X) −→ ...

... −→M0,1(X)×X M0,2(X)×X ...×X M0,2(X)︸ ︷︷ ︸
r−3

×XM0,1(X) −→ ...

... −→ ... −→M0,1(X)×X M0,2(X)×X M0,1(X) −→M0,1(X)×X M0,1(X) −→M0,0(X)

Ce morphisme paramètre des chaînes. On peut dès lors imposer la provenance de chacune des
composantes d’une chaîne, c’est-à-dire considérer la restriction

M ′1 ×X M ′′2 ×X ...×X M ′′r−1 ×X M ′r −→M0,0

pour des composantes Mi données de M0,0(X).
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Composantes principales. —

Définition 5.3.3. — Étant données des composantes M1, ...,Mr de M0,0(X), paramétrant gé-
nériquement des courbes libres, une composante du produit fibré

M ′1 ×X M ′′2 ×X ...×X M ′′r−1 ×X M ′r

est dite principale si chaque projection sur M ′1, M ′′i et M ′r est dominante.

Autrement dit, les composantes principales du produit fibré ci-dessus sont celles qui paramètrent
génériquement des chaînes de courbes libres. Ces composantes ont la dimension attendue

−KX · C + dim(X)− 2− r.

Lemme 5.3.4. — Soit
N ⊂ U ′′1 ×X U ′′2 ×X ...×X U ′′r

une composante ouverte paramétrant des r-chaînes de courbes libres avec un point marqué à chaque
extrémité.

Alors chaque projection N → U ′′j est fidèlement plate. De plus, les morphismes d’évaluation du
premier et du dernier point marqué N → X sont également fidèlement plats.

Démonstration. — La preuve de ce lemme se fait par récurrence sur la longueur de la chaîne.
Une chaîne de longueur 1 est une courbe libre et le premier point est évident, par définition de la
composante choisie. De plus, le choix de trois points marqués sur une courbe rationnelle détermine
un élément de Aut(P1) et l’ouvert U ′′′ ⊂ M0,3(X) peut donc ainsi être identifié à un ouvert
U ⊂ Mor(P1, X). Par [Kol96, Corollaire II.3.5.4], le morphisme d’évaluation pour le second point
marqué est plat, de même que celui du premier point. Ce morphisme se factorise à travers l’oubli
du dernier point U ′′′ → U ′′, lequel est fidèlement plat. L’évaluation sur U ′′ est donc bien fidèlement
plate.

On suppose à présent le lemme prouvé pour les chaînes de r−1 courbes libres, avec r > 2, et on se
donne N ⊂ U ′′1 ×X U ′′2 ×X ...×X U ′′r comme dans l’énoncé. L’image de N par la projection (ouverte)
U ′′1 ×X ...×X U ′′r → U ′′1 ×X ...×X U ′′r−1 est une composante ouverte Q de U ′′1 ×X ...×X U ′′r−1, qui
par l’hypothèse de récurrence vérifie les deux assertions du lemme. Il n’y a donc qu’à vérifier que
N → U ′′r et le morphisme N → X du dernier point marqué sont fidèlement plats. De même, d’après
l’initialisation de la récurrence, le morphisme d’évaluation U ′′r → X du premier point marqué est
fidèlement plat. À présent, la situation est celle résumée par le carré cartésien suivant.

Q×X U ′′r U ′′r

Q X

πQ

πr

Les composantes de Q ×X U ′′r paramètrent des chaines de courbes libres, elles ont donc toutes
même dimension (qui est celle attendue). Par ailleurs, par changement de base, les projections πQ
et πr sont aussi fidèlement plates et leurs fibres ont donc toutes même dimension. Il suffit donc
qu’une composante de Q×X U ′′r domine Q pour que toute composante domine également Q. Une
telle composante est donnée par l’opération de recollement d’une chaîne de courbes libres générale
dans Q par une courbe libre de Ur [KM94, 2.2.6 splitting]. Enfin, il reste à voir que N s’identifie
à une composante de Q×X U ′′r : leurs dimensions sont égales. On a vu que Q×X U ′′r → U ′′r était
fidèlement plat, il vient donc par composition que N → U ′′r est fidèlement plat. Il en va de même
pour le morphisme N → X d’évaluation du dernier point marqué. Un diagramme similaire permet
de traiter le cas du premier point marqué. La récurrence se propage et le lemme est prouvé.
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À présent, étant donné un fermé strict quelconque de X, nous allons montrer que si l’on fixe
le premier point marqué pour une composante de chaînes de courbes libres, en général le dernier
point marqué évite ce fermé.

Lemme 5.3.5. — Soit
N ⊂M ′′1 ×X M ′′2 ×X ...×X M ′′r

une composante principale paramétrant des r-chaînes de courbes libres avec un point marqué à
chaque extrémité. Soit Z un fermé propre de X. On note ρ1 : N → X le morphisme d’évaluation
du premier point marqué, et F la fibre de ρ1 au dessus d’un point général de X. Alors toute
composante de F paramètre génériquement une chaîne de courbes libres C telles que l’image du
morphisme C → X d’évaluation du dernier point marqué ne rencontre par Z.

Démonstration. — À nouveau, ce lemme se prouve par récurrence sur la longueur de la chaîne.
Considérons une composante principale N ⊂ M ′′1 , par définition (dominance et propreté de N →
M ′′1 ) on a en réalité égalité et on considère donc ρ1 : M ′′1 → X. Les courbes réductibles de classe β
correspondent au bord de M0,2(X,β) [FP96, Definitions 6.1] et forment un lieu de codimension 1
dans cet espace. Une composante d’une fibre générale de ρ1 contient donc des courbes irréductibles.
Par les Propositions 2.2.3 et 2.2.4 et la Remarque 2.2.6, il existe un fermé de X contenant toute
courbe non-libre paramétrée par M1, et toute composante d’une fibre de ρ1 au dessus d’un point
général de X contient des courbes libres irréductibles. La courbe génériquement paramétrée par
M ′′1 étant libre, la pré-image U deX\Z par ρ2 est un ouvert non vide deM ′′1 . De même, l’évaluation
ρ1 : M ′′1 → X du premier point marqué est fidèlement plate par le Lemme 5.3.4 et ρ1(U) est un
ouvert de X, dont les fibres vérifient l’énoncé du lemme.

On suppose à présent le résultat prouvé pour les chaînes de longueur r − 1 et on se donne une
composante principale N ⊂M ′′1 ×XM ′′2 ×X ...×XM ′′r . À nouveau, l’image de N par la projection
sur les r− 1 premières composantes est une composante Q qui satisfait l’hypothèse de récurrence.
À nouveau par les Propositions 2.2.3 et 2.2.4 et la Remarque 2.2.6, il existe un fermé W ⊂ X tel
que pour toute composante C ′ d’une courbe paramétrée par M ′′r , si W ne contient pas C ′ alors
P1 → C ′ → X est libre.

Notons ρ̃1 : Q ×X M ′′r → X l’évaluation induite par le premier point marqué de Q. Une fibre
de ρ̃1 est donnée par un produit F ×X M ′′r où F est une fibre de l’évaluation sur le premier point
Q → X. Une composante d’une fibre F ×X M ′′r au dessus d’un point fermé x ∈ X \W contient
alors une chaîne de courbes libres. On rappelle alors que N est une composante de Q×X M ′′r . On
a donc montré la première partie du lemme pour ρ̃1 : N → X. On note ρr,1 et ρr,2 les morphismes
d’évaluation associés à M ′′r . À nouveau, le Lemme 5.3.4 nous assure que ρr,1 est fidèlement plat.
Pour éviter Z avec le dernier point marqué, il suffit que le premier point marqué deM ′′r tombe dans
l’ouvert ρr,1(ρ−1

r,2(F )). Autrement dit, le dernier point marqué de F doit éviter le complémentaire
de ρ1(ρ−1

2 (F )). C’est tout à fait possible par l’hypothèse de récurrence.

Cassure de chaînes libres. — Le résultat qui se révélera le plus utile - notamment dans l’étude des
volumes de Fano - est le suivant.

Lemme 5.3.6. — Soit N une composante principale du produit fibré M ′1 ×X M ′′2 ×X ... ×X
M ′′r−1 ×X M ′r paramétrant génériquement des chaînes de courbes libres. Supposons que les courbes
paramétrées par Mj peuvent être dégénérées en une chaîne de deux courbes libres dans un produit
M̃j
′ ×X M̂j

′
. Alors N contient une composante principale du produit global

M ′1 ×X M ′′2 ×X ...×X M̃j
′′ ×X M̂j

′′
×X ...×X M ′′r−1 ×X M ′r.
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Démonstration. — Par la définition de composante principale, la projection N → M ′′j est domi-
nante et donc surjective puisqu’elle est par ailleurs propre. Par l’hypothèse de déformation, N
contient un point de

M ′1 ×X M ′′2 ×X ...×X M̃j
′′ ×X M̂j

′′
×X ...×X M ′′r−1 ×X M ′r.

Les chaînes de courbes libres sont des points lisses de M0,0(X). Si ce point en est une, alors N
contient une composante paramétrant des (r + 1)-chaînes libres. Or N → M ′′j est surjective :
l’existence d’une courbe paramétrée par N contenant une 2-chaîne libre donnée et paramétrée par
M̃j
′′×X M̂j

′′
est donc assurée. Par le Lemme 5.3.5, et puisque les composantes de la 2-chaîne sont

libres, on peut choisir pour le premier et dernier points marqués des points généraux de X donne
une fibre dans N qui paramètre génériquement des (r + 1)-chaînes libres : les composantes de la
fibre de N sont alors données par les composantes du produit de G1 ⊂M ′1×XM ′′2 ×X ...×XM ′′j−1
avec G2 ⊂ M ′′j+1 ×X M ′′2 ×X ... ×X M ′r où G1 et G2 sont les fibres respectivement du dernier et
premier point marqué pour ce choix de point. On applique le Lemme 5.3.5 à l’une et l’autre de ces
fibres.

Type combinatoire d’une chaîne libre. — Gardons à l’esprit que notre but est de compter les com-
posantes principales. Or, permuter les composantes d’une chaîne libre ne change pas la composante
paramétrant celle-ci : grossièrement, il est possible de déformer une chaîne en changeant l’ordre
des courbes.

Définition 5.3.7. — Soit f : C → X une r-chaîne libre. On appelle type combinatoire l’appli-
cation f† : {1, ..., r} → π0(M0,0(X)) qui à un entier i associe l’unique composante de M0,0(X)
paramétrant la i-ème composante de la chaîne.

Lemme 5.3.8. — Soit X une variété projective lisse et M une composante de M0,0(X). Suppo-
sons qu’il existe un point de M qui paramètre une r-chaîne libre f : C → X de type combinatoire
f†. Alors pour toute permutation σ de {1, ..., r}, M contient également un point paramétrant une
chaîne de type combinatoire f† ◦ σ.

Démonstration. — Donnons-nous f : C → X une r-chaîne libre paramétrée par M . Puisque les
transpositions (i, i + 1) génèrent l’ensemble des permutations de {1, ..., r}, il suffit de prouver le
lemme pour une chaîne obtenue en permutant deux composantes voisines, que l’on note T1 et T2. On
note également S1 et S2 les deux chaînes (éventuellement vides) correspondant au complémentaire
de T1 ∪ T2 dans C. L’intersection de T1 et T2 est envoyée par f sur un point x ∈ X que l’on peut
supposer général, quitte à déformer f .

Fixons à présent T1 et T2, et déformons S1 et S2, tout en gardant un point d’intersection
respectivement avec T1 et T2, en deux courbes S′1 et S′1 contenant le point x. Ces deux courbes
sont des chaînes libres. Le résultat de cette déformation est une courbe stable g : D → X donnée
par une courbe rationnelle Z contractée par g vers x et attachée par ce point aux chaînes libres
S′1, T1, T2 et S′2.

Justifions que cette courbe stable g est un point lisse de M . Pour cela suffit de vérifier que
H1(D, g∗TX) = 0. L’argument est donné dans [Tes06, Lemme 1.5 & Corollaire 1.6] : les contribu-
tions successives au H1(D, g∗TX) de S′1, T1, T2 et S′2 sont nulles, et on a

h1(D, g∗TX) = h1(Z, (g∗TX)|Z) = 0

puisque g contracte Z en un point.
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Mais g : D → X peut à nouveau être déformée en une r-chaîne S′′1 ∪ T2 ∪ T1 ∪ S′′2 où S′′1 et
S′′2 sont des déformations de S′1 et S′2, ce qui nous donne une r-chaîne libre du type combinatoire
attendu, et prouve le lemme.

5.4. Une borne polynomiale pour certaines composantes. — Fixons un entier q stricte-
ment positif. En ne considérant que des courbes de L-degré au plus q, il est possible de contrôler
le nombre de composantes de M0,0(X, d) de degré d sur −KX , en un polynôme en d.

Théorème 5.4.1. — Soit X une variété projective lisse et L un Q-diviseur nef et gros sur X.
Soit q un entier strictement positif et N = {Mi}i∈I un ensemble de composantes (deux à deux
distinctes) de M0,0(X) paramétrant génériquement des courbes libres de L-degré borné par q.

Pour tout entier d strictement positif, considérons h(d) le nombre de composantes de M0,0(X)
contenant une chaîne libre de L-degré total d et dont chacune des courbes libres la constituant est
paramétrée par une composante de N .

Alors il existe un polynôme P à coefficients entiers tel que n(d) 6 P (d) pour tout d > 0.

Démonstration. — Notons que puisque

M0,0(X) = td>0M0,0(X, d)

et queM0,0(X, d) est noethérien pour tout d, il n’y a qu’un nombre fini de composantes de L-degré
inférieur ou égal à q, et donc l’ensemble d’indices I est fini. Pour tout i ∈ I, on note si : M ′i → X

la famille universelle donnée par l’évaluation du point marqué, et on se donne M̃ ′i → M ′i une
résolution des singularités. Par propreté, on peut considérer la factorisation de Stein associée à la
composée s′i : M̃ ′i → X :

M̃ ′i M ′i X

D

si

gi

On note ei le degré du morphisme fini gi. Dans le cas où celui-ci est de degré 1, puisqu’une fibre
générale de s′i est irréductible, il en va de même pour une fibre générale de si. On pose finalement

e = sup
i∈I

ei

et on raisonne par récurrence sur e.
On suppose d’abord e = 1. Soit M ⊂M0,0(X, d) une composante paramétrant une chaîne libre

de degré total d, dont les courbes irréductibles sont paramétrées par des composantes de N . Le
point paramétrant cette chaîne est un point lisse de M . Compter les composantes M revient donc
à compter les composantes de tous les espaces de paramètres

M ′i1 ×X M ′′i2 ×X ...×X M ′′ir−1
×X M ′ir

pour un entier r et i1, ..., ir ∈ I, de degré total d. Mais on a supposé ei = 1 pour tout i ∈ I, donc
chaque M ′i (ou M ′′i ) est irréductible et ces produits sont tous irréductibles. De plus, le Lemme
5.3.8 nous assure que l’ordre du choix n’importe pas. Nous sommes donc ramenés à compter le
nombre de façons de choisir de façon non-ordonnée et avec remise, des composantes dont le degré
total est d. On note Q(d, r) le nombre de façon de choisir ainsi r composantes. La borne dont il
est question est donc

∑
r Q(d, r). On montre aisément par un calcul direct ou une récurrence sur

|I| que ce nombre est un polynôme en d.
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Supposons à présent que e > 1. Soient Z une variété lisse et g : Z → X un morphisme dominant
et génériquement fini de degré supérieur ou égal à 2. On note NZ l’ensemble des composantes M
de N telles qu’il existe une factorisation rationnelle

M ′ X

Z

et on note U ′ l’ouvert de définition de M ′ 99K Z. Cet ouvert contient toute fibre générale de
l’oubli ρ1 : M ′ → M . On obtient ainsi une famille de courbes libres paramétrées par un ouvert
U de M . De plus, une courbe générale de U peut se déformer pour éviter le lieu de ramification
de Z → X et finalement M est birationnelle à une composante de M0,0(Z) dont le g∗L-degré est
strictement plus petit que le L-degré deM . Par le Lemme 5.4.2 ci-dessous, il n’existe qu’un nombre
fini de g tels que NZ est non-vide. Par l’hypothèse de récurrence, le nombre de composantes de
M0,0(Z, d) provenant de recollement de courbes de NZ et de g∗L-degré borné par q est majoré par
un polynôme PZ en ce degré. Finalement, ce polynôme majore le nombre de composantes formées
à partir de NZ .

L’idée à présent est de compter grossièrement les composantes principales de degré d formées
à partir de N , en fonction de leur factorisation à travers un tel Z. Expliquons pourquoi nous
allons fabriquer au moins une fois chacune des composantes principales. Si M est une composante
paramétrant génériquement des courbes libres d’un certain produit fibré

M ′1 ×X M ′′2 ×X ...×X M ′′k−1 ×X M ′k

on peut toujours choisir par le Lemme 5.3.8 l’ordre de ce produit comme l’on veut, et construire
M par recollements successifs. Nous avons déjà traité le cas où tous les Mi ont une résolution dont
la factorisation de Stein est triviale. On suppose donc que ce n’est pas le cas. Alors il existe un
g : Z → X génériquement fini et dominant tel que l’un des M ′i → X se factorise rationnellement
à travers g. On peut donc construire une composante M en commençant par les courbes issues de
NZ .

La difficulté réside dans le fait que le recollement avec les courbes restantes peut fournir non pas
une, mais plusieurs composantes du produit fibré associé, et que nous n’avons alors aucun contrôle
sur leur nombre. La remarque suivante permet alors de poursuivre le recollement. Supposons que
Q1 et Q2 soient des composantes de M0,0(X) paramétrant génériquement des courbes libres, que
Q̃1 soit une résolution de Q1 et que la factorisation de Stein de Q̃′1 → Q′1 → X soit de degré 1.
Alors la fibre générale de Q′1 ×X Q′2 → Q′2 est irréductible, tout comme Q′2, et donc Q′1 ×X Q′2 est
irréductible et paramètre des 2-chaînes libres. Cette remarque s’applique à notre situation, car toute
chaîne libre peut être lissée en une courbe libre [Kol96, Théorème II.7.6] et donc toute composante
paramétrant une chaîne libre paramètre génériquement des courbes libres. Il faut donc recoller
avec une composante telle que (une résolution de) la famille universelle admette une factorisation
de Stein triviale, c’est-à-dire de degré 1. N’importe quelle composante de N \NZ convient.

Fixons à présent un entier δ > 0, et comme ci-avant Z une variété lisse ainsi que g : Z → X un
morphisme dominant et génériquement fini de degré supérieur ou égal à 2. Considérons toutes les
composantes principales de l’espace

M ′1 ×X M ′′2 ×X ...×X M ′′k−1 ×X M ′k

paramétrant les k-chaînes libres, pour tout entier k > 1 et Mi des composantes de N , qui satisfont
la propriété suivante. Il existe un entier ` = `(Z, δ) > 1 tel que :
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— la composanteM(`) deM0,0(X) résultant du recollement des ` premières courbes paramètre
des courbes de degré δ, ces ` premières courbes étant issues de composante de NZ ;

— mais si M(` + 1) désigne une composante obtenue par le recollement des ` + 1 premières
courbes, la composée M̃(`+ 1)→ X d’une résolution par la famille universelle possède une
factorisation de Stein de degré 1, c’est-à-dire que ` est maximal.

Il existe au plus PZ(δ) composantesM(`) possibles. Pour recoller une courbe libre de plus et former
une (`+ 1)-chaîne, il y a au plus e choix possibles, ce qui donne au maximum ePZ(δ) composantes
obtenues ainsi. Mais par l’hypothèse sur le degré de la factorisation de Stein, une fibre générale de
la famille universelle correspondante est irréductible.

On peut donc former une et une seule composante de M0,0(X) paramétrant une chaîne libre
de degré total d, à partir de la (` + 1)-chaîne de degré δ + d`+1, par recollement des (k − ` − 1)
courbes restantes, celles-ci étant choisies dans N avec remise et sans ordre par le Lemme 5.3.8. Si
l’on note (x)+ = max(x, 0) la partie positive, le nombre de façons de choisir ces composantes est
Q((d− δ − d`+1)+, (k − `− 1)+). Le nombre de composantes de M0,0(X) paramétrant une chaîne
de courbes libres paramétrées par des composantes de N est donc majoré par

∑
Z

d∑
δ=1

d∑
k=1

e ·Q((d− δ − d`+1)+, (k − `− 1)+) · PZ(δ)

On peut alors faire une majoration grossière Q((d − δ − d`+1)+, (k − ` − 1)+) 6 Q(d, k) pour
constater que cette majoration est polynomiale en d.

La preuve du théorème fait usage du lemme suivant.

Lemme 5.4.2. — Soit X une variété projective lisse et L un Q-diviseur nef et gros sur X. Fixons
un entier positif q comme dans le Théorème 5.4.1. Notons Z l’ensemble des morphismes f : Z → X

génériquement finis et dominants vérifiant la propriété suivante : il existe une composante T ⊂
M0,0(Z) paramétrant génériquement des courbes libres de f∗L-degré inférieur ou égal à q, telle que

T
f∗−→M0,0(X)

induit un morphisme dominant et birationnel sur une composante de M0,0(X).
Alors l’ensemble des classes d’équivalence birationnelle de Z est fini.

Démonstration. — Soient f et T vérifiant les hypothèses du lemme. Par le degré, seul un nombre
fini de composantes M de M0,0(X) peuvent être l’adhérence de l’image de T →M0,0(X) ; on s’en
donne une. La composante M paramètre génériquement des courbes libres, on note ρ : M ′ → X

la famille universelle et h : Z̃ → X la factorisation de Stein d’une résolution de ρ.
Si ρ se factorise rationnellement à travers f : Z → X génériquement fini et dominant, c’est-à-

dire s’il existe une composante T de M0,0(Z) vérifiant les hypothèses du lemme, alors il en va de
même pour la factorisation de Stein h, la résolution étant un morphisme birationnel.

6. Conjecture de Manin géométrique

On s’intéresse dans cette section au cas dit rigide, c’est-à-dire lorsque κ(KX + a(X,L)L) = 0.
Dans celui-ci, KX + a(X,L)L tombe sur le bord du cône pseudo-effectif et ses multiples effectifs
n’ont qu’une seule section à une constante multiplicative près. Notamment, si X est quasi de Fano
et L = −KX , nous nous trouvons dans cette situation.
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6.1. Index rationnel et constante α
Définition 6.1.1 (Index rationnel). — Soit X une variété projective lisse et uniréglée, et L
un Q-diviseur nef et gros sur X. L’index rationnel r(X,L) est par définition

r(X,L) = min{L · α | α ∈ N1(X)Z} ∈ Q.

Sous les mêmes hypothèses, notons provisoirement V le sous-espace de N1(X) engendré par la
face F (X,L), et Q l’hyperplan rationnel

{α ∈ N1(X) | L · α = 0}.

On munit Q de l’unique mesure normalisée par N1(X)Z. Cette mesure dQ induit également une
mesure sur

Qr = {α ∈ V | L · α = r}

pour tout rationnel r positif.

Définition 6.1.2. — Soit X une variété projective lisse et uniréglée, et L un Q-diviseur nef et
gros sur X. On définit α(X,L) comme étant le volume du polytope

Qr(X,L) ∩ F (X,L)

pour la mesure induite par dQ sur Qr(X,L).

Cette constante interviendra dans la conjecture de Manin géométrique.

6.2. Ensemble mince à retirer et composantes de Manin. — Afin d’avoir une chance
d’obtenir des constantes correctes, nous avons vu que certaines courbes ne devaient pas contribuer,
et les résultats présentés jusqu’ici justifient la définition suivante.

Définition 6.2.1. — Soit X une variété projective lisse et uniréglée, et L un Q-diviseur nef et
gros sur X tel que κ(KX + a(X,L)L) = 0.

Soit M une composante de Mor(P1, X), dont on note C la famille universelle de courbes cor-
respondante et s : C → X l’application associée. On qualifiera M de composante de Manin si les
conditions suivantes sont remplies.

1. Les classes des courbes paramétrées par M appartiennent à la face F (X,L).

2. Le morphisme s ne se factorise à travers aucun morphisme mince f : Y → X vérifiant
a(Y, f∗L) > a(X,L).

3. Le morphisme s ne se factorise à travers aucun morphisme mince et dominant f : Y → X

contractant les faces et vérifiant

(a(Y, f∗L), b(Y, f∗L)) > (a(X,L), b(X,L))

pour l’ordre lexicographique.

4. Le morphisme s ne se factorise à travers aucun morphisme mince et dominant f : Y → X

vérifiant a(Y, f∗L) = a(X,L) et κ(KY + a(Y, f∗L)f∗L) > 0.
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6.3. Conjecture forte. — Dans leur article [LT19], Lehmann et Tanimoto énoncent la conjec-
ture forte suivante.

Conjecture 6.3.1. — Soit X une variété projective lisse uniréglée et L un nef et gros Q-diviseur
sur X tel que κ(KX + a(X,L)L) = 0.

Pour toute classe de courbe α ∈ Eff1(X)Z contenue dans l’intérieur de la face F (X,L) il existe
au plus une composante de Manin paramétrant les courbes de classe α.

Il s’agira plus loin de vérifier la conjecture 6.3.1 pour les variétés de Fano de dimension 3, de
rang de Picard 1 et d’index 2. Ces vingt dernières années la conjecture 6.3.1 pour la polarisation
anticanonique a été vérifiée dans un certain nombre de cas. Le cas d’une hypersurface générale
de Pn, de degré inférieur strictement à n − 1 a été traité de façon explicite par Riedl et Yang
dans [RY19]. Celui des variétés homogènes apparaît dans les articles de Thomsen [Tho98], Kim et
Pandharipande [KP01]. Bourqui a traité le cas des variétés toriques [Bou16]. Enfin, le travail de
Testa fournit le résultat pour les surfaces de Del Pezzo [Tes06].

6.4. Fonction de comptage, vers une conjecture de Manin géométrique. — Ce qui suit
explique l’heuristique obtenue sans considérer précisément les termes d’erreurs introduits. Suppo-
sons très temporairement que le corps de base est le corps fini à q > 0 éléments Fq. Considérons
une composante W de Mor(P1, X). Une estimée de Lang-Weil du nombre de points de W serait
alors qdim(W ). Retournons à présent au cadre géométrique, en supposant à nouveau que X est une
variété projective uniréglée définie sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, et L
un Q-diviseur nef et gros sur X tel que κ(KX + a(X,L)L)) = 0. On introduit donc la fonction de
comptage

N(X,L, q, d) =
d∑
i=1

∑
W∈Mani

qdimW

où Mani désigne l’ensemble des composantes de Manin paramétrant des courbes de degré ir(X,L)
sur L. L’idée est alors de faire tendre q vers l’infini et de déduire (en partie) de la Conjecture 6.3.1
une conjecture décrivant le comportement asymptotique de N(X,L, q, d).

Soit i un entier positif. Puisque la mesure dQ est normalisée selon N1(X)Z, une estimée du
nombre de classes entières de F (X,L) de L-degré ir(X,L) est donnée par le volume du polytope
Qir(X,L) ∩ F (X,L) lequel vaut

vol(Qir(X,L) ∩ F (X,L)) = α(X,L)ib(X,L)−1.

En supposant qu’à haut degré, une classe entière de F (X,L) corresponde exactement à une com-
posante de Manin, ce même volume devient une estimée du nombre de composantes de Manin
paramétrant des courbes de L-degré ir(X,L). Par le Théorème 4.2.5, une telle composante W ,
paramétrant des courbes de classe α, est de dimension

dim(W ) = −KX · α+ dim(X)
= a(X,L)L · α+ dim(X)
= a(X,L)ir(X,L) + dim(X).

De là, on fait la première approximation∑
W∈Mani

qdim(W ) ≈ α(X,L)ib(X,L)−1qa(X,L)ir(X,L)+dim(X).

Lorsque q → ∞, le coefficient du terme dominant de la fonction de comptage N(X,L, q, d) est
α(X,L)db(X,L)−1. On fait alors une nouvelle approximation en ne conservant que ce terme, ce qui
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donne simplement pour q grand

N(X,L, q, d) ≈
d∑
i=1

α(X,L)ib(X,L)−1qa(X,L)ir(X,L)+dim(X)

≈ α(X,L)db(X,L)−1qdim(X)+da(X,L)r(X,L).

Nous en déduisons la formulation suivante d’une conjecture de Manin géométrique, semblable à
celle formulée par Lehmann et Tanimoto dans [LT19], mais où l’on précise que le degré d relative-
ment à L doit être choisi suffisamment grand.

Conjecture 6.4.1. — Soit X une variété projective lisse et L un Q-diviseur nef et gros sur X,
tel que κ(KX + a(X,L)L) = 0. Alors pour d fixé suffisamment grand, on a l’équivalent

N(X,L, q, d) ∼ α(X,L)qdim(X)+da(X,L)r(X,L)db(X,L)−1

lorsque q →∞.

Exemple 6.4.2. — Soit X une surface de Del Pezzo de degré au moins 2 et admettant une
courbe de degré anticanonique (−1). Par [Tes06] et grâce à la classification [LT17, Théorème 6.2]
concernant le comportement des invariants a et b vis-à-vis des sous-variétés et revêtements de X,
on peut montrer que X vérifie la Conjecture 6.3.1 et en particulier pour q →∞ on a

N(X,−KX , q, d) ∼ α(X,L)qd+2dρ(X)−1.

6.5. Borne dans le cas uniréglé. — Le Théorème 4.2.5 fournit la borne grossière suivante.

Théorème 6.5.1. — Soit X une variété projective lisse uniréglée et soit L un Q-diviseur sur X,
supposé nef et gros, et tel que κ(KX + a(X,L)L) = 0. Alors pour q →∞,

N(X,L, q, d) = O
(
qda(X,L)r(X,L)+dim(X)

)
.

En particulier, si ε > 0 et d > dim(X)
ε alors

N(X,L, q, d) = O
(
qd(a(X,L)r(X,L)+ε)

)
.

Démonstration. — Les composantes de Manin paramètrent des courbes libres. Or il existe une
constante c telle que le nombre de composantes paramétrant des courbes libres de L-degré δ donné
est borné par cδ. Il vient alors par le Théorème 4.2.5 et quelques manipulations

N(X,L, q, d) =
d∑
i=1

∑
W∈Mani

qdim(W ) 6
d∑
i=1

cir(X,L)qdim(X)+a(X,L)r(X,L)i

6 qdim(X) c
dr(X,L)qda(X,L)r(X,L) − 1

1− c−r(X,L)q−a(X,L)r(X,L)

ce qui fournit le résultat.
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PARTIE III. VOLUMES DE FANO DE RANG 1 ET INDEX 2

Dans cette dernière partie on suppose le corps de base algébriquement clos et de caractéristique
nulle.

7. Classification, ensemble exceptionnel et composantes

7.1. Classification de Fano-Iskovskikh. — Dans la suite de ce mémoire on utilisera la clas-
sification de Fano-Iskovskikh des variétés de Fano tridimensionnelles. Celles-ci sont classées selon
leur rang de Picard, que l’on suppose dans la suite égal à 1, puis par l’index de −KX , c’est-à-dire
l’entier ι(X) tel que −KX = ι(X)H avec H générateur ample de Pic(X), et enfin par le H-degré
de X que l’on note d(X), c’est-à-dire d(X) = H3.

Théorème 7.1.1 ([IP99, Section 12.2]). — Soit X une variété de Fano (lisse) de dimension
3, de rang de Picard 1 et d’index 2. Alors d(X) ∈ {2, 3, 4, 5} et X est de l’un des types suivants.

— d(X) = 2 : revêtement double de P3 ramifié le long d’une surface quartique lisse ;
— d(X) = 3 : hypersurface cubique dans P4 ;
— d(X) = 4 : intersection complète de deux quadriques dans P5 ;
— d(X) = 5 : section de la grassmannienne Gr(2, 5) ⊂ P9 par un sous-espace linéaire de

codimension 3.

M0,n(X, d) désigne l’espace grossier paramétrant les courbes stables n-marquées dont l’image a
un H-degré d, où H est le générateur ample de Pic(X).

Remarque 7.1.2. — Supposons dim(X) = 3 et −KX = 2H. La dimension attendue de
M0,0(X, d) est d, celle attendue de M0,0(X, d) est donc d + 1 et celle - toujours attendue - d’une
fibre de M0,0(X, d) → X est finalement d − 2. Il suffit de remplacer d par 2d si l’on considère
l’espace M0,0(X,α), dont la dimension attendue est donnée par le degré anticanonique.

7.2. Ensemble exceptionnel et parties faiblement accumulatrices. — Pour les volumes
de Fano que nous allons considérer, l’ensemble exceptionnel relativement à l’invariant a est vide.
La preuve de ce résultat est exposée dans [LTT18, Section 6.3].

Proposition 7.2.1. — Soit X un volume de Fano de rang de Picard 1, d’index 2 et de degré
supérieur ou égal à 2. Il n’existe pas de sous-variété Y telle que a(Y,−(KX)|Y ) > a(X,−KX).

Démonstration. — Voir [LTT18, Proposition 6.5 & Proposition 6.8].

Nous admettrons en partie le lemme suivant.

Lemme 7.2.2. — Soit X un volume de Fano de rang de Picard 1, d’index 2 et de degré supérieur
ou égal à 2. Notons Σ(X) la variété des droites projectives sur X et Σ(X)′ sa famille universelle
munie de l’application d’évaluation ρ : Σ(X)′ → X. Alors

a(Σ(X)′,−ρ∗KX) = a(X,−KX)
b(Σ(X)′,−ρ∗KX) = b(X,−KX)

et tout a-revêtement f : Y → X (cf. Définition 2.4.2) se factorise rationnellement à travers Σ(X)′.
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Esquisse de preuve du second point. — Soit f : Y → X un a-revêtement. On rappelle que
a(X,−KX) = 1. Quitte à prendre une résolution, on peut supposer que Y est lisse. On raisonne
par disjonction de cas sur la dimension d’Iitaka de KY − f∗KX , laquelle est comprise entre 0 et 2.

Si κ(Y,KY − f∗KX) = 2 alors on considère la fibration canonique Y → Z associée à la paire
(Y,−f∗KX), dont une fibre F est une courbe vérifiant a(F, (−f∗KX)|F ) = 1, et dont l’image de
F dans X est donc une droite projective. Ainsi f se factorise à travers Σ(X).

Si κ(Y,KY −f∗KX) = 1 alors une fibre F de Y → Z est une surface vérifiant a(F, (−f∗KX)|F ) =
1. La supposant générale, elle vérifie de plus κ(F,KF − (f∗KX)|F ) = 0, ce qui est absurde par un
argument donné dans [LTT18, Section 6.3] : la dimension d’Iitaka pour une telle surface doit être
égale à 1.

Le cas κ(Y,KY − f∗KX) = 0 n’est pas réalisé, c’est le résultat de [LT17, Théorème 1.9].

7.3. Description des composantes. — Le résultat principal de cette troisième partie est le
suivant.

Théorème 7.3.1 ([LT19, Théorème 7.9]). — Soit X un volume de Fano, de rang de Picard 1,
d’index 2 et de degré supérieur ou égal à 2 : Pic = ZH, −KX = 2H et H3 > 2. Dans le cas H3 = 2,
supposons X générale dans son espace de module. Soit d > 2. Alors M0,0(X, d) est constitué de
deux composantes irréductibles Rd et Nd telles que :

— un élément général de Rd est une application birationnelle sur une courbe irréductible
— un élément général de Nd est une application stable de degré d vers une droite projective de

X.
De plus, pour tout x ∈ X général, la fibre ρ−1

1 (x) ∩R′d est irréductible.

Jusqu’à la fin de ce mémoire et afin d’abréger les énoncés, on dira qu’une variété de Fano de
dimension 3, de rang de Picard 1 et d’index 2 est un volume de Fano de type (1, 2). On la supposera
toujours générale dans son espace de module si son degré est égal à 2.

8. Droites et coniques

Pour initialiser la récurrence, on est ramené à montrer que le schéma de Hilbert des droites sur
X, noté Σ(X), est irréductible et que sa famille universelle dominante lorsque X est un volume de
Fano de type (1, 2).

On prend ici comme référence le regroupement des preuves de la littérature réalisé par Kuznet-
sov, Prokhorov et Shramov [KPS18]. Chaque composante irréductible de Σ(X) est génériquement
lisse de dimension 2 et dominante [KPS18, Lemme 2.2.6]. Si le H-degré de X est supérieur ou égal
à 3, Σ(X) est une surface lisse [KPS18, Proposition 2.2.8] et on peut en donner une description
explicite [KPS18, Théorème 1.1.1]. Si X est de H-degré 2, c’est-à-dire s’il s’agit d’un revêtement
double f : X → P3 ramifié le long d’une quartique lisse Q, alors Σ(X) est un revêtement double
du sous-schéma de la grassmannienne Gr(2, 4) paramétrant les droites tangentes en deux points à
Q, ramifié en un nombre fini de points donnés par les droites contenues par Q [KPS18, Remarque
2.2.9]. En résumé on a la proposition suivante.

Théorème 8.0.1. — Soit X un volume de Fano de type (1, 2). Alors M0,0(X, 1) est isomorphe à
la variété des droites sur X. En particulier, M0,0(X, 1) est irréductible et paramètre génériquement
une courbe libre sur X.
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Dans la suite, une conique désigne une courbe C de X, dont le nombre d’intersection avec H
est 2, c’est-à-dire

χ(OC(m)) = 2m+ 1
pour tout m ∈ Z. Par Riemann-Roch, une telle courbe est bien de genre 0. La variété des coniques
sur X désigne le schéma de Hilbert défini par le polynôme P (m) = 2m+ 1.

Nous traitons donc à présent le cas des courbes stables de H-degré deux dans X. L’énoncé est
le suivant.

Proposition 8.0.2. — Soit X un volume de Fano de type (1, 2).
Alors l’espace grossier M0,0(X, 2) est constitué de deux composantes irréductibles R2 et N2.
Un élément général R2 est une application stable d’une courbe irréductible vers une conique lisse

dans X. Un élément de N2 est une application de P1 vers une droite projective, de degré 2.

Démonstration. — Soit (C, f) un élément de M0,0(X, 2). Le degré de f est donné par∑
i deg(Ci) deg(f|Ci

) = 2, ce qui permet la distinction suivante.
Supposons qu’il existe une composante C ′ de C tel que la restriction de f à C ′ n’induit pas

une application birationnelle sur son image. L’image contient donc une droite et (C, f) est une
application stable de P1 vers une droite. On définit N2 comme l’union de toutes les composantes
M ⊂M0,0(X, 2) dont tout élément général est de ce type. L’espace de paramètres N2 est irréduc-
tible d’après le Théorème 8.0.1.

On définit R2 comme le complémentaire de N2 dans M ⊂ M0,0(X, 2). Un élément général de
R2 est donc est une application birationnelle d’une courbe rationnelle vers une conique lisse dans
X. On est donc ramené à montrer que la famille des coniques lisses sur X est irréductible. On
traite les différents cas dans les paragraphes ci-dessous.

8.1. Intersection complète de deux quadriques Q0 et Q∞ dans P5 (H3 = 4). — Donnons-
nous C ⊂ X une telle conique lisse. Cette conique engendre un plan P dans P5, et c’est l’unique
plan la contenant. Notons à présent (Qλ)λ∈P1 le pinceau des quadriques contenant X : une forme
quadratique définissant Qλ est donnée par

qλ = uq0 + vq∞ λ = [u : v] ∈ P1

où q0 et q∞ définissent Q0 et Q∞. Puisque C est dans X = Q0 ∩Q∞, toute quadrique Qλ contient
C et Qλ ∩ P = C pour λ général (c’est-à-dire qλ|P 6= 0, Qλ ne contient pas P ). Notons V l’espace
vectoriel de dimension 3 défini par P . D’après ce qui précède, les restrictions à V de q0 et q∞
sont proportionnelles. autrement dit, il existe [u : v] ∈ P1 tel que uq0|V + vq∞|V = 0, c’est-à-dire
qu’il existe une unique quadrique Qλ contenant le plan P . Réciproquement, étant donné un plan
P contenu dans une quadrique Qλ du pinceau, pour un certain λ = [u : v] ∈ P1 fixé, et V l’espace
vectoriel de dimension 3 représenté par P , on a uq0|V + vq∞|V = 0. Ainsi les formes q0|V et q∞|V
sont proportionnelles, donc les intersections Q0 ∩ P et Q∞ ∩ P définissent une même quadrique
C contenue dans X. Rappelons qu’une quadrique lisse de dimension 4 contient deux familles de
plans, tandis qu’une quadrique singulière (un cône quadrique) n’en contient qu’une seule. Via cette
correspondance conique-plan, on est donc ramené à montrer que la famille des plans contenus dans
les quadriques (Qλ)λ∈P1 est irréductible. Notons π :W → P1 cette famille (propre), et considérons
sa factorisation de Stein

W P1

D

π

π′ g



AUTOUR D’UNE CONJECTURE DE MANIN GÉOMÉTRIQUE - MÉMOIRE DE M2 45

avec g fini, de degré 2, ramifié au-dessus des λ tels que Qλ est singulière, et π′ propre tel que
π′∗OW = OD. Le schéma D est par définition SpecP1(π∗OW). C’est donc une courbe irréductible
et régulière. Le genre de D est donné par la formule de Riemann-Hurwitz, ce qui nécessite de
connaître le nombre de cônes quadriques dans le pinceau (Qλ)λ∈P1 . Il y en a six, donnés par le
lieu d’annulation du polynôme homogène à deux variables det(R(u, v)), de degré 6, où R(u, v) =
uR0 + vR∞ et R0, R∞ sont des matrices symétriques 6× 6 définissant Q0 et Q∞. Il vient donc

χ(D) = deg(g)× χ(P1)− 6× (2− 1) = −2

d’où g(D) = 2. Une fibre au dessus de D est une famille de plans d’une quadrique Qλ donnée.
Chaque fibre est donc irréductible, W est donc irréductible et finalement R2 est irréductible.

8.2. Cubique dans P4 (H3 = 3). — L’intersection deX avec un plan est une courbe deH-degré
3, laquelle peut être réductible, c’est-à-dire être l’union d’une conique et d’une droite projective.
Soit C ⊂ X une conique lisse, et notons P ⊂ P4 le plan qu’elle engendre. Dans ce cas, l’intersection
de P avec X est l’union de C et d’une droite projective dans P .

Étant donnée une droite projective ` ⊂ X et un plan P la contenant, l’intersection de X avec P
est l’union de ` et d’une conique dans P (éventuellement singulière). La donnée ` ⊂ P d’une droite
projective ` ⊂ X contenue dans un plan P ∼= P2 détermine ainsi de façon unique une conique de
X. Ainsi, la variété des coniques lisses de X est isomorphe à un fibré projectif de rang 2 au-dessus
de la variété des droites de X. Elle est donc irréductible.

8.3. Revêtement double de P3 ramifié le long d’une quartique lisse (H3 = 2). — Notons
π : X → P3 le revêtement double et Q la quartique lisse, lieu de ramification. Donnons-nous C
une conique dans X, image de f : P1 → X ⊂ P3.

L’étude du relevé φ̃ via π d’une courbe φ : P1 → P3 de degré donné d permet de distinguer deux
cas. Soit l’image de C par π est une droite projective et C est un revêtement double de celle-ci,
soit l’image de C par π est une conique C ′ ⊂ P3 (qui n’est pas une droite projective double) et
tangente à Q en chaque point de Q ∩ C ′. En effet, la quartique Q est définie par une section q du
fibré OP3(4). La situation est résumée par le diagramme suivant. Le carré étant cartésien, le relevé
φ̃ détermine de façon unique une section s : P1 → X ×P3 P1 de la projection.

X ×P3 P1 X

P1 P3

π

φ

φ̃s

Par propreté, une telle section correspond à un morphisme d’anneau k(P1) → k(X ×P3 P1) lui-
même section de l’inclusion naturelle k(P1) ↪→ k(X ×P3 P1). Par construction X ×P3 P1 est une
courbe. Notons par la suite q′ = q ◦ φ. On suppose que la caractéristique du corps de base est
différente de 2 et on veut montrer que le tiré en arrière par φ du revêtement X → P3 ramifié en
q = 0 est un revêtement de P1 ramifié en q′ = 0.

Sur un ouvert affine U = Spec(k[X1, X2, X3]) ⊂ P3 on a le diagramme dual suivant

k[X1, X2, X3] = k[U ] k[φ∗U ]

k[X1, X2, X3, T ]/(T 2 − q|U ) k[XU ×U P1]

π∗

φ∗

s∗

où

k[XU ×U P1] = k[φ∗U ]⊗k[U ] k[X1, X2, X3, T ]/(T 2 − q|U ) = (k[φ∗U ])[T ]/(T 2 − q′|φ∗U ).
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Ainsi X ×P1 P1 → P1 est un revêtement de degré 2 ramifié au-dessus des points dont l’image par
φ rencontre la quartique Q ⊂ P3. L’image de φ est une conique si et seulement si k(X ×P3 P1),
extension quadratique de k(P1), est isomorphe à k(P1) × k(P1), si et seulement si q′|φ∗U est un
carré pour tout ouvert affine U . Ceci équivaut enfin à ce que le degré de q′ en chaque point p ∈ P1

est pair. Ainsi, l’image de φ est une conique si et seulement si elle est tangente à Q en tout point
d’intersection. Dans ce cas le relevé φ̃ fournit un revêtement double d’une conique via π.

Si l’image de C par π est une droite projective, celle-ci possède un point tangent à Q. Si l’image
de C par π est une conique C ′, cette dernière est contenue dans un unique plan P ⊂ P3.

Réciproquement, pour tout plan P ⊂ P3, l’intersection P ∩Q est une quartique plane. Dans le
cas où cette dernière est lisse, l’image réciproque f−1(P ) est une surface de Del Pezzo de degré
2 (cf Exemple 1.4.10). On obtient donc une application W → (P3)∨ associant à une conique C
l’hyperplan de P3 correspondant. À nouveau, on considère la factorisation de Stein de cette famille.

W (P3)∨

D
Une surface de Del Pezzo (lisse) de degré 2 contient 126 familles de coniques [Tes06, Proposition
2.14] donc D → (P3)∨ est de degré 126. Montrons que D est irréductible.

Une quartique plane est donnée, à une constante multiplicative près, par une section de OP2(4).
Or h0(P2,OP2(4)) = 15. L’espace paramétrant les quartiques planes est donc P14. Soit U ⊂ P14

l’ouvert paramétrant les quartiques planes lisses. On obtient un revêtement D′ → U de degré 126
paramétrant les familles de coniques sur le revêtement double π−1(P ) → P ∼= P2 ramifié le long
d’une quartique plane lisse.

Si F est une fibre de D′ → U , le groupe fondamental π1(U) agit transitivement sur F [LTT18,
Example 8.5]. En effet, le groupe de monodromie est le groupe symplectique du premier groupe de
cohomologie de la quartique plane F [Bea86, Théorème 4]. D’après [GH04, Section 7] et [LTT18,
Example 8.5], le groupe symplectique agit transitivement sur l’ensemble des bases d’Arnonhold,
donc le groupe de monodromie agit transitivement sur les 126 coniques d’une surface de Del Pezzo
de degré 2, par la correspondance entre courbes lisses nonhypereliptique de genre 3 munies de bases
d’Arnonhold, et les surfaces de Del Pezzo de degré 2 munies d’un groupe de Picard marqué. Le
but est de montrer que si Y est générale alors l’action de monodromie sur les fibres reste surjective
pour D.

L’espace des polynômes nuls ou homogènes de degré 4 à quatre indéterminées est de dimension(7
3
)

= 35 donc les surfaces quartiques dans P3 sont paramétrées par l’espace projectif P34. On
note V ′ ⊂ P34 l’ouvert paramétrant les quartiques irréductibles, U ′ ⊂ P14 celui paramétrant les
courbes quartiques planes irréductibles, et on considère l’évaluation

V ′ × PGL4 99K U ′

([f ], [A]) 7−→ [f((X0, X1, X2, 0)×A)]

définie sur l’ouvert CV ′ de V ′ × PGL4 donné par f((X0, X1, X2, 0) × A) 6= 0. Autrement dit, on
intersecte la surface quartique donnée par [f ] avec l’image de l’hyperplan x3 = 0 par A et on veut
vérifier une propriété de Lefschetz concernant

V ′
u←− CV ′

p−→ U ′.

L’ouvert CV ′ vérifie les hypothèses de [Kol96, Théorème 5] : une fibre de CV ′ → U ′ est un ouvert
d’un fibré affine au-dessus de PGL4, donc u est lisse et surjective, p est bien sûr lisse et ses fibres
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sont irréductibles, et deux points généraux de U ′ peuvent être reliés par une CV ′ -chaîne, c’est-à-
dire une chaîne de fibres de CV ′ → U ′ (voir [Kol15, Définition 12] pour une définition plus précise).
Pour un point général v ∈ V ′, il existe alors un ouvert ({v} × PGL4)0 tel que

π1(({v} × PGL4)0)→ π1(U ′)

est surjective. On obtient alors une action transitive sur chaque fibre de D → (P3)∨ et on en
déduit que D est irréductible si Y est paramétrée par un point général de V ′, autrement dit si X
est générale dans son module.

8.4. Section de G(1, 4) par un sous-espace linéaire général de codimension 3 (H3 = 5).
— La preuve de ce dernier cas dépasse le cadre de ce mémoire et est traité dans la thèse de Sanna
[San14, Proposition 2.32]. Il y est montré que la variété des coniques sur X est isomorphe à un
espace projectif.

9. Courbes de degré quelconque

9.1. Composantes des courbes passant par un point fixé. — Si α est la classe d’une courbe
nef, la dimension d’une composante M de M0,m(X,α) est minorée par la quantité

−KX · α+ dimX − 3 +m

laquelle correspond à la dimension attendue. On s’attend par ailleurs à ce que l’évaluation

ρ1 : M0,1(X,α)→ X

soit plate en dehors d’un nombre fini de points de X (ceci reste conjectural). Dans ce cas, la
dimension attendue d’une fibre au dessus d’un point est

−KX · α− 2.

Théorème 9.1.1. — Soit X un volume de Fano de type (1, 2).
Soit α la classe d’une courbe nef. Soit M une composante de M0,0(X,α). Pour tout point p de

X, on note Mp la fibre du morphisme d’évaluation ρ1 : M ′ → X, c’est-à-dire le lieu paramétrant
les courbes de M passant par p. Alors il existe un ensemble fini S de points de X tels que

— dimMp = −KX ·α−2 si p /∈ S, et alors la courbe générale paramétrée parMp est irréductible ;
— dimMp 6 −KX · α− 1 si p ∈ S.

Démonstration. — D’après les Propositions 2.2.3 et 2.2.4, et le fait qu’une variété de Fano est
rationnellement connexe, le fermé X \ ev(P1×Morlib(P1, X)) est strict et contient les compo-
santes non-libres des courbes paramétrées par M . De plus, la dimension d’une composante de Mp

paramétrant des courbes de classe α est au-moins égale à −KX · α− 2.
Le cas −KX · α = d = 2 est celui de la variété des droites sur X, à nouveau notée Σ(X) dans

la suite, qui est irréductible de dimension 2 d’après le Théorème 8.0.1. On note S l’ensemble de
points fermés de X contenus dans une famille unidimensionnelle de droites. Montrons que S est
fini.

Pour un point p ∈ X notons Σ(X, p) le sous-schéma de Σ(X) paramétrant les droites dans X
passant par p, et soit ` une droite passant par p paramétrée par [`] ∈ Σ(X, p). Il découle de [Deb01,
Paragraphe 2.9] que l’espace tangent à Σ(X, p) en [`] est isomorphe à H0(`,N`/X(−1)).

Or d’après [Isk80, Proposition III.1.3(ii)] les seules possibilités sont
— N`/X ∼= OX ⊕ OX
— N`/X ∼= OX(−1)⊕ OX(1)

et donc les seules possibilités pour N`/X(−1) sont
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— N`/X ∼= OX(−1)⊕ OX(−1) auquel cas dim(H0(`,N`/X(−1)) = 0 ;
— N`/X ∼= OX(−2)⊕ OX auquel cas dim(H0(`,N`/X(−1)) = 1.

Ainsi par un point fixé de X passe soit un nombre fini de droites, soit éventuellement une famille
unidimensionnelle de droites. Par conséquent S = {p ∈ X | dim(Σ(X, p)) = 1}. De plus, le second
cas fournit qu’une famille unidimensionnelle de droites passant par un point fixé est constituée de
droites non-libres. Or les courbes libres forment un ouvert de Mor(P1, X) d’après la Proposition
2.2.3. Une famille unidimensionnelle de droites passant par un point fixé est donc une composante
d’un fermé strict de Σ(X). Par conséquent il existe un nombre fini de telles familles. Reste à
montrer que ces familles ne produisent qu’un nombre fini de points p tels que dim(Σ(X, p)) = 1.
Donnons-nous donc deux points distincts p, p′ ∈ X tels que dim(Σ(X, p)) = 1. Remarquons qu’ils
ne peuvent appartenir à la même famille unidimensionnelle de droites puisque par deux points
passe au plus une seule droite. Supposons par l’absurde que S soit infini, alors puisque les familles
unidimensionnelles de droites passant par un point fixé sont en nombre fini, il existe deux points
distincts deX appartenant à la même famille unidimensionnelle de droites, ce qui est en contraction
avec la remarque précédente. Donc S est fini.

On se donne à présent M0
p une composante de la fibre Mp. La première étape est d’analyser la

situation lorsque la courbe générale (C, f) paramétrée par M0
p est irréductible.

Supposons d’abord que (C, f) est libre. Alors ses déformations dominent X et M0
p a la

dimension attendue. On suppose donc dans la suite que (C, f) n’est pas libre. La remarque en
début de preuve assure que les déformations ne dominent pas X. On poursuit donc l’étude en
distinguant les cas selon la dimension de la sous-variété Y de X dominée par les déformations des
courbes paramétrées par M0

p .
Supposons que Y est une courbe irréductible. Alors on a la factorisation suivante, où le

degré de chaque flèche est indiqué.

C X

Y

d

r KX ·Y

Alors dimM0
p 6 d − 2. En effet, supposons que M0

p n’a pas la dimension attendue, c’est-à-dire
dimM0

p > d−2. Alors d = −KX ·Y ×r donne −KX ·Y < 2. Or −KX est ample et par le critère de
Nakai-Moishezon, la seule possibilité est −KX ·Y = 1, d’où a(Y,−(KX)|Y ) = 2. Or la Proposition
7.2.1 nous fournit la contradiction a(Y,−(KX)|Y ) < 2. Donc

dimM0
p = d− 2.

Traitons à présent le cas où Y est une surface irréductible de X. Donnons-nous
φ : Ỹ → Y une résolution. Le lemme suivant nous permet d’obtenir une borne pour dimM0

p .

Lemme 9.1.2. — Soit Y une variété projective de dimension n et φ : Y ′ → Y une résolution.
Soit p ∈ Y un point tel qu’il existe une famille dominante de courbes rationnelles passant par p
paramétrées par une composante M ⊂M0,0(Y ). On note C ′ la transformation stricte d’une courbe
générale (C, f) paramétrée par M et Ỹp la fibre de φ au-dessus de p. Alors, si M0

p désigne une
composante de la fibre de M ′ → Y au-dessus de p,

dim(M0
p ) 6 −KỸ · C̃ + dim Ỹp − 2.

En appliquant ce lemme à notre situation, avec dim Ỹp = 0 ou 1, on a

dim(M0
p ) 6 −KỸ · C̃ − 1.
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Supposons par l’absurde dim(M0
p ) > −KX · C. Alors puisque

−KX · C = −(KX)Y · C = −φ∗(KX)|Y · C̃

on obtient
(KỸ − φ

∗(KX)|Y ) · C̃ < 0.

Mais alors a(Y,−KX) > 1 ce qui contredit à nouveau la Proposition 7.2.1. Par conséquent, en
combinant cette remarque la minoration connue, on obtient

−KX · C − 2 6 dim(M0
p ) 6 −KỸ · C̃ − 1 6 −KX · C − 1.

Il n’y a donc plus qu’à étudier le cas d’égalité KỸ · C̃ = KX · C. Dans ce cas a(Y,−KX) = 1
et la classification faite dans la preuve du Lemme 7.2.2 nous dit que κ(KỸ − φ∗(KX)|Y ) = 1.
Puisqu’alors

(KỸ − φ
∗(KX)|Y ) · C̃ = 0

on en déduit que la courbe C̃ est une fibre de la fibration d’Iitaka de KỸ − φ∗(KX)|Y et 2 =
C̃ ·KỸ = C ·KX [LTT18, Proposition 5.9]. Or −KX = 2H, donc (f, C) tombe dans M0,0(X, 1) et
finalement p ∈ S (Théorème 8.0.1).

On conclut à présent la preuve en montrant, par récurrence sur le degré d, que les
courbes réductibles ne peuvent former une composante de Mp. On se donne un degré
d > 2 et on suppose que pour tout e < d, le théorème est vérifié pour toutes applications stables de
degré anticanonique e. On se donne f : C → X générale dans M0

p et on suppose que C n’est pas
irréductible. On adoptera les conventions de notation suivante. Lorsqu’un nœud de C est envoyé
vers un point de X, D désigne une composante connexe maximale de C contractée par f vers ledit
point de X. On notera C1, ..., Cu les clôtures de Zariski des composantes connexes de C \D et on
supposera u > 2. Enfin, di désigne le degré anticanonique de f∗[Ci]. On a alors d =

∑
i di.

Traitons d’abord le cas p ∈ X \ S. Trois possibilités se dégagent.
— Un nœud de C est envoyé sur p et donc D est contractée sur p. Alors toutes les courbes

(Ci, f|Ci
) passent par p et

dim(M0
p ) 6

u∑
i=1

(di − 2) + u− 2 = d− u− 2.

où u− 2 correspond au choix du point marqué envoyé sur p et des points d’attache de D à
C1, ..., Cu.

— Un nœud de C est envoyé sur un point dans S. On suppose que l’image inverse de p est dans
C1. Alors (C1, f|C1) est dans une fibre au-dessus de p, tandis que C2, ..., Cu sont dans une
fibre au-dessus d’un point de S. Alors

dim(M0
p ) 6 d1 − 2 +

u∑
i=2

(di − 1) + u− 3︸ ︷︷ ︸
points d’attache

dans le cas u > 3 et
dim(M0

p ) 6 d1 + d2 − 3 = d− 3

si u = 2. On peut résumer ces deux cas par

dim(M0
p ) 6 d− u− 1 + (u− 3)+

où (x)+ = max(0, x) désigne la partie positive.
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— Un nœud de C est envoyé sur un point de X \ (S ∪ {p}). Alors toutes les courbes (Ci, f|Ci
)

évitent S et p et

dim(M0
p ) 6 d1 − 2 +

u∑
i=2

(di − 2) + (u− 3)+ + 1︸ ︷︷ ︸
points d’attache

= d− 2u+ 1 + (u− 3)+.

Traitons à présent rapidement le cas p ∈ S. Les trois possibilités sont très similaires.
— Un nœud de C est envoyé sur p et donc D est contractée sur p. Alors

dim(M0
p ) 6

u∑
i=1

(di − 1) + u− 2 = d− 2

— Un nœud de C est envoyé sur un point de S \ {p}. Alors

dim(M0
p ) 6 d1 − 1 +

u∑
i=2

(di − 1) + (u− 3)+ = d− u− 2 + (u− 3)+.

— Un noeud de C est envoyé sur un point de X \ S. Alors

dim(M0
p ) 6 d1 − 1 +

u∑
i=2

(di − 1) + (u− 3)+ + 1 = d− u− 1 + (u− 3)+.

Dans chacun des six cas ci-dessus, dim(M0
p ) < d − 2. Les courbes réductibles ne peuvent donc

constituer une composante de Mp.

Preuve du Lemme 9.1.2. — Soit Y une variété projective et φ : Ỹ → Y une résolution. Soit p ∈ Y
un point et M ⊂M0,0(Y ) une composante paramétrant une famille dominante de courbes ration-
nelles passant par p. On note C̃ la transformation stricte d’une courbe générale (C, f) paramétrée
par M et Ỹp la fibre de φ au-dessus de p. Soit M̃ la composante de M0,0(Ỹ ) paramétrant les
déformations de C̃ : cette famille domine Ỹ , paramètre donc génériquement des courbes libres.
La dimension de M̃ est celle attendue, c’est-à-dire −KỸ · C ′. Soit p̃ un point dans la fibre de φ
au-dessus de p. Considérons la fibre au-dessus de p̃ de

ρ1 : M̃ ′ −→ Ỹ .

Celle-ci est de dimension au plus −KỸ · C̃ − 2. Ceci fournit finalement

dim(M0
p ) 6 −KỸ · C̃ + dim Ỹp − 2

qui est la majoration attendue.

9.2. Composantes de degré quelconque. — Le dernier élément dont nous avons besoin est
une application du Lemme de cassure de Mori.

Lemme 9.2.1. — Toute courbe libre sur X se déforme en une chaîne de courbes libres de degré
anticanonique plus petit que dimX + 1 = 4.

Démonstration. — Par le Lemme de cassure de Mori [Deb01, Proposition 3.2], une courbe libre
(C, f) de degré anticanonique

−KX · f∗C > 2 + dimX

peut être déformée en une application stable réductible. Ces déformations forment un lieu de
codimension 1 de la composante paramétrant (C, f). L’étude dimensionnelle précédente montre
qu’il ne peut s’agir que de l’union de deux courbes libres. On raisonne ensuite par récurrence
en cassant à nouveau chaque courbe libre, en appliquant le Lemme 5.3.6 (cassure de chaînes
libres), jusqu’à ce que le degré anticanonique de chacune des composantes soit inférieur ou égal à
dim(X) + 1.
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Nous sommes à présent en mesure d’achever la récurrence et prouver le Théorème 7.3.1.

Preuve du Théorème 7.3.1. — La composante Nd paramétrant des applications stables de degré
d vers des droites projectives est irréductible.

SoitM une composante deM0,0(X), dont on suppose qu’elle est dominante et qu’elle paramètre
génériquement des applications stables birationnelles. On veut montrer que la fibre ρ−1

1 (x) ∩M ′
est irréductible pour x ∈ X général. Donnons nous Y → M ′ une résolution. Si l’on montre que
Y → X est à fibres connexes, alors on obtient notre résultat, car alors les fibres de M ′ → X

seront irréductibles. Supposons par l’absurde que cela n’est pas le cas : la factorisation de Stein
Y → Z → X n’est alors pas triviale. Montrons qu’alors Z se factorise rationnellement à travers
R′1. En particulier, les courbes paramétrées parM ′ se relèvent dans R′1 tout en étant d’intersection
nulle avec le lieu de ramification de R′1 → X. Ce sont donc des revêtements multiples de droites, ce
qui est en contradiction avec la définition deM . Nous avons ainsi prouvé que les fibres deM ′ → X

sont irréductibles.
A présent nous pouvons initier la récurrence sur le degré d des courbes. Le cas d = 2 a fait

l’objet d’une étude au cas-par-cas résumée par la Proposition 8.0.2. On suppose dans la suite d > 2
et que l’on a prouvé le théorème pour tout degré d′ ∈ {2, ..., d− 1}.

Soient (C1, f1) et (C2, f2) deux courbes libres dont la somme des degrés est d. Leur recollement
est une courbe stable de degré d qui n’est pas dansNd : il existe donc des composantes deM0,0(X, d)
différentes de Nd. Donnons-nous M une telle composante : l’étude dimensionnelle du Théorème
9.1.1 montre qu’elle paramètre génériquement des courbes libres de degré d, et qu’elle est de la
dimension attendue d. Donc si (C, f) est un élément général de M , alors C est irréductible et f est
un morphisme birationnel. Par le Lemme 9.2.1, M paramètre aussi une chaine de courbes libres,
chacune de H-degré au plus 2 (on rappelle que l’on a supposé −KX = 2H). De plus, l’étude du
degré 2 (cf. Proposition 8.0.2) nous dit que toute composante de l’espace des coniques contient une
chaîne de droites.

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le Lemme 5.3.6 à chacune des composantes de degré 2
de la chaîne de courbe libre pour obtenir une chaîne de droites libres, de longueur totale d. Toutes
ces déformations fournissent une application stable (C ′f ′), qui est un point lisse M . Or, si ce point
est dans Nd, alors Nd = M ce qui serait absurde.

Donc l’image de (C ′f ′) dans X ne peut être une droite, puisque que cela signifierait exactement
(C ′f ′) ∈ Nd. Donc, l’image de (C ′f ′) est réductible et un point lisse de l’image de la composante
principale de R′1 ×X R′d−1 par le morphisme de recollement

R′1 ×X R′d−1 −→M0,0(X, d)

Une telle composante est unique par l’hypothèse de récurrence. Comme (C, f) est un point lisse,
M contient cette image. La composante M est donc unique. La récurrence se propage.

9.3. Conjecture de Manin géométrique. — La conjecture de Manin géométrique (conjecture
6.3.1) est vérifiée dans notre cas.

Corollaire 9.3.1. — Soit X un volume de Fano de type (1, 2). Pour toute classe de courbe α de
H-degré au moins 2, il existe une unique composante de Manin représentant la classe α.
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