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Analyse






Chapitre 1

Fonctions convexes

Exercice 1.1. Soit f : R — R. Montrer que f est convexe ssi f est la borne supérieure d’un
ensemble de fonctions affines de R dans R.

Solution. Sens réciproque : on démontre d’abord rapidement le lemme suivant, plus général, et
dont la démonstration est laissée au lecteur (c’est un simple passage au sup) :

Lemme 1.1.1. Soit A une partie de F(R,R) constituée de fonctions convexes, non vide et
magorée. Alors A posséde une borne supérieure, et celle-ci est convexe.

Sens direct : soit m : R — R convexe, a € R.
R\{a} — R
Considérons T, : = m(x) —m(a) . Quel que soit a, 7, croit, et posséde une limite
x ) e
r—a
a droite en a ainsi qu’a gauche, que 1'on note respectivement m;(a) et mg(a). On définit alors,

pour a € R, :
J R = R
Ya z = m(a)+ (z—a)ml(a)

Considérons alors A = {@,, a € R}. Il reste a montrer que m est la borne supérieure de A. Soit
xz € R. Montrons que ¢q(z) < m(z). Si a < z : mj(a) = limy+ 7, < 75(z) d’ott on déduit :
(x — a)ml(a) < m(z) — m(a) et donc m(z) < ¢,(z). Les autres cas se traitent de manieére
analogue lorsqu’ils ne sont pas triviaux. On a donc : . () < m(z).

A est donc une partie non vide et majorée par m. Soit ¢ = sup A. Va € R, p(a) > ¢, (a) = m(a),
ce qui acheve la démonstration : m = ¢. O

Exercice 1.2 (Inégalité arithmético-géométrique). Soient n € N* et ay, ..., € R,. Montrer :

ai —+ —|—an

(m1.0,) /" <

(1.1)

Solution. Utiliser la concavité du logarithme. Pour le cas d’égalité, cela découle du caractere
strict la convexité de In. O

Exercice 1.3. Montrer que le sup d'un ensemble de fonctions convexes est convexe.




8 CHAPITRE 1. FONCTIONS CONVEXES

Exercice 1.4. Soit I un intervalle de R et f : I — R convexe. Soient x7 < z3 < z3 dans L.

Montrer que
flxo) = flan) _ flxs) = f(x1) _ flzs) = f(z2)
To — I - Irs — T1 - I3 — T

(Théoréme des pentes croissantes.)

‘Exercice 1.5. Soit f : I — R dérivable. Montrer que f’(I) est un intervalle.

Solution. 11 s’agit de montrer que f’(I) est un intervalle. En prenant a < b dans I, on se raméne
a I = [a,b]. Considérons
A={(z,y) €’ |z <y}

qui est clairement convexe, ainsi que la fonction

) A — R
P ) o Lot

qui est continue. On a alors :
— (A) intervalle de R;
— ¢(A) C f'([a,b]) dapres le théoréme des accroissements finis ;
— f'([a,b]) C ¢(A) par définition de la dérivée.
Par conséquent f’([a, b]) est un intervalle. O




Chapitre 2

Suites réelles et complexes

Exercice 2.1. Soient aq, ..., a, € N. Existence et nature des bornes supérieures et inférieures de
{ai,...,a,} au sens de la relation divise.

‘Exercice 2.2. Démontrer le théoréme de Bolzano-Weierstrass dans R.

Solution. On démontre le lemme suivant :

Lemme 2.2.1. Soit (E,d) un espace ordonné. De toute suite u € EN, on peut extraire une
sous-sutte monotone.

Preuve du lemme : Soit u € EN. Considérons ’ensemble
A={neN3Ip>nVqg>pu, <ug}

et distinguons deux cas.
— Si A est infini : on extrait de v une sous-suite croissante.
— Sinon, si A est fini : on extrait de u une sous-suite décroissante.

‘Exercice 2.3. Démontrer le théoréeme des valeurs intermédiaires.

Solution. Soient I un intervalle de R, f: 1 — R continue.
Soit(a,b) € I? avec a < b. On suppose f(a) < f(b) par commodité. Soit y € [f(a), f(b)].
Soient (ay,) et (by) les suites définies par

_ ,+b : an+by
ap=a B (van) Slf(M) Sy
et par récurrence : (a b = 2 2
{ bp=0 p (@41, bn41) { (an, “"T'H’”) sinon
Les deux suites suites obtenues sont adjacentes : b, —a, = 1’2’—“ — 0 et (ay) croit tandis que (b,)
décroit. Elles convergent vers la méme limite ¢ € [a, b].
Par récurrence immédiate, f(a,) <y < f(b,) pour tout n € N. On en déduit, par continuité

de f d’une part, par encadrement d’autre part, que f(c) = y. Ainsi ’ f(I) est un intervalle de R ‘
O

Exercice 2.4. Montrer que si (u,) € CY converge au sens de Cesaro, alors = 0.
e

‘Exercice 2.5. Montrer que les suites de Cauchy dans R convergent.

9



10 CHAPITRE 2. SUITES REELLES ET COMPLEXES

Solution. On montre aisément qu’une suite de Cauchy est bornée. On montre également facile-
ment qu’une suite de Cauchy qui possede une valeur d’adhérence converge.
Donc une suite de Cauchy dans R converge, d’apres Bolzano-Weierstrass. O

Exercice 2.6. Soit n € N*. On considére le probleme :
Enia"+a" =3 12>0. (2.1)

1. Montrer que &, posséde une unique solution que ’on notera u,,.

2. Etudier la convergence de la suite (Un)nen-

Solution. 1. Laissé au lecteur.
2. On remarque que la suite décroit tout en étant minorée par 0. Elle converge donc. Pour
n >4, u, <ug <1.On a alors :

n n+1

Up — U
3= E k_2n  "n 2.9
k‘:lun 1_Un , ( )

ce qui permet de conclure que u,, tend vers 3/4 (le passage a la limite est bien licite ici).
O

Exercice 2.7. Montrer que I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (sin(y/n))nen est le
segment [—1,1].[%]

a. Cet exercice est un cas particulier : si un4+1 — up — 0, ’ensemble des valeurs d’adhérence de u est un
segment.

Solution. On raisonne par double inclusion, I'une des deux étant évidente. Soit A € [—1,1] et
a € [-7/2,7/2] tel que X = sina. Pour n € N*, considérons ¢(n) = [(a + 2nm)?]. On vérifie
que 'on définit ainsi une extractrice. Un développement limité permet de conclure, en écrivant
o(n) = (a+2nm)% — B,, o0 0< B, < 1. O

Exercice 2.8. Soit a > 0 fixé. Pour n € N, on considere ’équation
Enia+x=a. (2.3)

1. Montrer que pour n fixé, I’équation admet une unique solution positive, que ’on notera
Up,.

2. Montrer que la suite (u,,) ainsi définie converge.

Solution.
1. Laissé au lecteur.

2. Tout d’abord, puisque a = u]! +u,, > uy, la suite u est bornée. D’apres B.W., I’ensemble de
ses valeurs d’adhérence A(u) est non vide. Soit A € A(u) et ¢ extractice telle que u, ) — A
. Supposons par I’absurde que A > 1. Alors, il existe un entier ng tel que

A+1
nZnoiuw(n)zT
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ce qui donne ’absurdité suivante :

a4 = Ugp(n) + uzgn; > (2> — +00.

Donc A < 1. Dans le cas ot A < 1, on en déduit aisément que g,y — a. Ainsi, A(u) C
{a,1}. En étudiant les positions relatives de 1 et a, on conclut que I'ensemble des valeurs
d’adhérence est réduit a un singleton et que :

— sia > 1, u converge vers 1;

— sinon, u converge vers a.

O

|un - un—1|

Exercice 2.9. Soit u € CY telle que Vn € N*| |u, 11 — u,| < 5

converge.

. Montrer que (uy,)

Solution. Par récurrence immédiate,

luy — uo|

o1 (2.4)

‘un-&-l - un‘ S

Sip < g, il reste a majorer |u, — uq| par un ¢ fixé. Il suffit de récrire cette différence grace a

une somme bien choisie (Ju, — ug| = |37, upy1 — ugl), puis d’utiliser U'inégalité triangulaire
ainsi que (2.4). On prouve ainsi que u est de Cauchy. Comme C est complet, il s’ensuit que u
converge. 0

Exercice 2.10. Pour n > 1, on s’intéresse au probléme
Enitanx =2, nr — /2 < x < nw+ 7/2. (2.5)

1. Montrer que &, posseéde une unique solution notée 6,,.

2. Donner un développement asymptotique de 6,,.

Solution.
1. Comme toujours, laissé au lecteur. On a déja que 6,, ~ nm.

2. On aura remarqué que 6,, = nmw + O(1). Puisque —7/2 < 6,, — nw < 7/2 et tan(6,, — nw) =
tand,, =#6,,on a :
0,, = arctan,, + nx. (2.6)

Ainsi, arctan §,, — 7/2, ce qui donne
0, =nm+7/2 4 o(1). (2.7)

Par ailleurs, on sait que

1
g = arctan §,, + arctan —. (2.8)
n

En repartant de (2.6)), en y appliquant (2.8) puis en injectant dans le membre de droite
[2.7) , on obtient :

s 1 1 1
0, =nm+ 5 arctan (mr ~ 9 +o (nz>> . (2.9)
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O

Exercice 2.11. Soit (b, )nen+ une suite de réels strictement positifs. On suppose que la série
> b, converge.

b1 +..+b
1. Montrer que la série > At diverge.
n

2. Montrer que la série > (b;...b,)"/™ converge.

Solution. 1. Il suffit de réaliser proprement une permutation de signes > puis d’utiliser le fait
que la série harmonique diverge pour conclure.

2. C’est une application de 'inégalité arithmético-géométrique. Soit n € N*. L’idée est d’écrire
by..pubn \ "
(by...bp) /" = <p11p"”> (2.10)
P1---Pn

ol (pn)nen+ est une suite bien choisie. Pas la peine d’aller chercher bien loin, on pose
pr=k,k=1,...,n. Soit N € N*. On peut alors effectuer la majoration suivante :

N N b 2b nb 1/n N N 1
1/n _ 1402...M0p
S (brb)V =Y (n! > < k§:1: kbe > e (2.11)

n=1 n=1 n=k

Il reste & estimer grossiérement (n!)'/". Pour n € N*, on a :

n n k
lnn!:ZInkZZ/ Intdt =nlnn+1—n>nlnn—n (2.12)
k=2 k=27 k-1
et donc
nn
nl > —. (2.13)
en

Cela permet d’écrire que

N N N,
1/n
> (br..bn)Y ngkaﬁ (2.14)
n=1 k=1 n==k
Or
N N
1 1 1 1 1 1
< —_=s < 2.1
nz::krﬂfnzz:kn—l n k-1 N~ k-1 (2.15)

ce qui permet de conclure quant a la convergence de Z(bl...bn)l/ " puisque

N kbye al
Y by b)Y k_’“l <2 b (2.16)
k=1 k=1

n=1

O

Exercice 2.12. Soit u une suite réelle convergente. Etudier la nature de la suite

(ZZ:O (Z) “k)neN'
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Solution. On s’attend a ce que la suite converge vers [ € R la limite de u. Soit € > 0. Soit N; € N

tel que
Vn > Ny, Jup — 1| < g (2.17)
Soit n > Nj.
" In
=1l = o Z <k> (up — 1) (2.18)
k=0
1 < (n
< — — .
< 5> ()t (2.19)
k=0
1 Ak n - n
< (Z g e =1+ > (k> |ug — l|> (2.20)
k=0 k=N;+1
b akl n "L /n\ e
< — — .
< (Z ) l|+2(k>2> (2.21)
0 k=0
1 n €
< o0 . |uk—l|+§ (2.22)
k=0
Polynomiale en n
(2.23)
Donc 25;0 ()luk — 1] = O(nN?) et donc 5~ 5;0 (ue =1 = O(";1 ). Soit No tel que
ALY €
>N - < =. 2.24
oz > () - 1< 5 (229
k=0
Soit n > max(Ny,Ns). On a bien |m,, — | < e. Conclusion :
m, — I
n——+00
O

dérivable telle que Yz € [a,b], | f(x)] < 1.
1. Montrer que f admet un unique point fixe w € [a, b].

2. Montrer que la suite u définie par ug = ¢ € [a,b] et Vn
préciser sa limite.

Exercice 2.13. Soient a et b deux réels vérifiant a < b. Soit f :

[a,b] — [a,b] une fonction

€ N, upt1 = f(uy,) converge et

Solution.

1. C’est une conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires, ainsi que de 'inégalité des

accroissements finis.

2. On suppose que Vn € N u,, # w. La fonction

[a,b] — [a,b]

P )
w = f(w)

T 7"0(@:5(“’) siz#w
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est continue. En particulier, M = I[nab)](|pw| est atteint. On a donc M < 1. Une récurrence
a,

immeédiate fournit

Vn €N |u, —w|] < M"™|ug — w|. (2.25)
Conclusion :
Uy — W
n—-+oo
O

Exercice 2.14. (RMS)

P EN"
Etudier (ZZ—l (n) ) .
neN*

Solution. Premiere étape : majorer. Soit n € N*.

n k ninfl . k n<n71 7k71_€7n< e 296
() -50-) sx-rmass ew

k=1 k=0

Deuxieme étape : minorer proprement. Soit € > 0. Soit 1 < N < n.
N—1

- > 1-—] = 2.2
S(5) =X (1-5) —e 221)
k=1 k=0
1—e N . e
Orany — =lyetiln — . Donc pour un N choisi assez grand, Iy > —— —¢
n—oo 1 —e~! N—+oo € — 1 e—1
et donc pour n choisi assez grand et supérieur ou égal a N, on a :

e " EN\" e
—2 < -] < 2.2
e—1 E_I;(n) T e—1 (2:28)

k n
ce qui permet de conclure que Z <> — ¢ . O
n

n—oo e — 1
k=1

Exercice 2.15. Soit (uy)nen une suite bornée de réels vérifiant w, 11 — v, — 0. Montrer que
n—oo

Pensemble des valeurs d’adhérence de u, noté A(u), est un segment.




Chapitre 3

Développements asymptotiques

Exercice 3.1. Soit x > 0 tel que la suite de ’énoncé a un sens. Calculer, lorsqu’elle existe, la
limite pour z — +o0o0 de

(xInz)?[(z 4+ 1)V/* - xl/“’].

A

Solution. Six > 1, alors z*/" > z. On cherche un équivalent simple de Alz) = (x+1)V/* —gl/®

et de B(z) = 2®'" — 2. Aprés un caleul soigneux, on tombe sur A(z) ~ 1/2% et B(z) ~ In?z.
Ainsi, la limite cherchée est 1. O

Exercice 3.2. On considere ’application

fi[l, 400 — R
In(1+ z)

xT
T

Montrer qu’il existe A > 1 tel que la restriction de f & [A, 400 est une bijection. On cherchera
un développement limité de la réciproque au voisinage de 0.

Solution. Bref étude de la fonction. Calculer, développer, réinjecter, calculer, développer, réin-
jecter. (On s’arréte 1a.) O

Exercice 3.3. Montrer que
f*R — R
0 — 0

1
7sin —

r = T
212

admet un développement limité en 0 a ’ordre 6, mais pas a l'ordre 7.

Solution. On vérifie que c’est le cas a l'ordre 6. Par 'absurde, si f possede un développement
limité en 0 & Pordre 7, alors (puisque 'on a déja f(z) = o(z%)) on peut écrire f(x) = ax” + o(z®)

1
d’ou sin —= = a + o(1) ce qui conduit a une contradiction en prenant x,, = ————. [
e (1) ceq p "= T )i

15




16 CHAPITRE 3. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Exercice 3.4. Calculer la valeur en 0 de la dérivée d’ordre 5 de la fonction ¢ : z + ch (1_2)

Solution. Effectuer un développement limité a I'ordre 5. La régularité de ¢ fournit également un
développement limité (formule de Taylor). L’unicité de ce développement permet de conclure. [

h
Exercice 3.5. Trouver le signe au voisinage de 0 de ¥(z) = e sh *
1—shx 1—z
. . . sinz . T
Exercice 3.6. Trouver le signe au voisinage de 0 de p(z) = ———— —sin
1—sinz 1—2z

Solution. Effectuer en parallele un développement limité des deux termes jusqu’a ce que ceux-ci
se différencient. O

Exercice 3.7. Calcul approché de dérivée.
Soit f: R — R de classe C™.

1. On veut approcher f/(0). En quoi la formule

£(0) = lim Jh) = 1= (3.1)

h—0 2h

est-elle meilleure que la formule usuelle ?
2. Pour quels couples (a,b) € R? est-on certains d’avoir
a(f(h) — f(=h)) + b(f(2h) — f(—2h))

/ T
F1(0) = Jim h '

3. Comment optimiser la formule précédente quant au choix de (a,b) ?
4. Adapter |D pour le calcul approché de f”(0) puis de f(™(0) pour n > 3.

Exercice 3.8. Calculer les deux premiers termes du développement asymptotique de arccos en
1.

Exercice 3.9. Pour n > 2, on pose

Montrer




ou [ est majorée. On calcule :

k=1 k=1
- k k
Inu, —;ln (1+n2> —1In <1 2)

17

En remplagant les In par leur développement en 0, on trouve des expressions qui fournissent le

résultat en repassant a l’exponentielle.

O
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Chapitre 4

Séries numeériques

Exercice 4.1. Comment approcher rapidement In 27

Solution.
1/2
1n2:—1n<1—1) = // du
2 o l—u
1/2
= / Zxk dx
0 k=0
1/2 n oo
= / (Zxk—l— Z xk> dz
0 k=0 k=n+1
1/2 n 1/2 oo
= / xkdx+/ Z 2F da
0 k=0 0 p=nt1
D’ou :

n

1
m2=3 7
+1
= (k+1)2

Il ne reste plus qu’a majorer en valeur absolue le reste :

12 gntl qg 12 pntl gy 1
= —_— < < .
i /0 1-= —/0 172 = (n+2) x 2n+1

O

Exercice 4.2. Prouver l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le cas général et en déduire son
écriture pour les séries numériques.

Solution. On se donne E un espace vectoriel sur R muni d’un produit scalaire (.|.) dont on note
||l la norme associée. Soit (z,y) € E?. Pour tout A € R,

0 < [l + Ayl* = [l=]* + A [[yl* + 27 (x]y)

19
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ce qui fournit
(2 (zly))® — 4llz|Plyl* <0

c’est-a-dire
| (zly) | < llz|lllyll-

Exercice 4.3. Montrer que cos1 ¢ Q en utilisant le fait que

n

— (=1)
cosl = ZO: 2n)! .

N
Solution. Supposons par ’absurde que cos 1 € Q. Ainsi, cos1 = D ouD e N*, N € Zet NAD = 1.

L’idée est souvent la méme : coincer strictement un entier entre deux entiers consécutifs.
n

(2n)!”

En notant (S,) la suite des sommes partielles de la série alternée > apres une rapide

étude, on a la premiére inégalité :
SQm+1 <cosl < ng

ou plus précisément,

N 1
Szm>6>82m—7(4m+2)!

ce qui fournit la contradiction souhaitée en choisissant m tel que D|(4m)! puisqu’alors :

1
(dm+2)(dm + 1)

4m)1Sam > (A > (4m)!Sa — > (4m)1Sy — ©.
D 2

———
€L

Exercice 4.4. Montrer que e ¢ Q.

1
Solution. e = ZZO:O - On suppose que e = P avec p,q > 1 et pAg = 1. Le but est toujours de
n

coincer un entier entre deux entiers consécutifs. Il suffit d’écrire :

4. gq! gl

94! 4

pa! = qgle = > o T > ]
n=0

k=q+1
——
O | * q qq! * .
Ainsi pq! € N* et Zn=oﬁ€N~Or~
I  (q+1)..(q+1) (g+1)

C’est impossible, donc e ¢ Q. O
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Exercice 4.5. Calculer

i(ln(n —1)—2lnn+In(n+1)).

n=2

Exercice 4.6. Montrer que

n(s) = (2'7* = 1)¢(s)

pour s > 1.

Solution. Soit s > 1.

+o0 n
ns) =3 =Y

n=1 n
+oo 1 +oo 1
- ; 2n)s nz:% (2n +1)s
400 1

2
— () = ()
- (2 - 1¢G)

n(s) = (2'7° = 1)¢(s)

2
T
Exercice 4.7. Donner un développement asymptotique a 4 termes de 5

Exercice 4.8. Justifier la convergence et calculer la somme de la série de terme général u,, =

44om3 —2n—1
nln <n +nZL+2n3n >pourn22.

Solution. On peut d’abord chercher un équivalent simple pour justifier la convergence. Ici, on
cherche directement une décomposition en éléments simples des sommes partielles. On a :

X*42X3 - 2X — 1= (X - 1)(X*+3X2+3X+1) = (X - 1)(X +1)°
et
X4 4 2X3 = X3(X +2)
ce qui fournit
up =nln(n—1)+3nln(n+1) —3Inn —nln(n +2)

En notant (S,) la suite des sommes partielles, une fois une scission tout a fait licite réalisée
et le calcul mené, on obtient
S, =-3In2+1In3+e¢,

ote, =—(n+1)lnn+ (2n+1)Inn —nln(n + 2) = o(1). Ainsi, on peut conclure :

- t42m® —2n—1
ann notin il =-3In2+1n3.
nt +2n3

n=2
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Exercice 4.9. Montrer que
Inn! ~nlnn.

Solution. On peut bien sir utiliser la formule de Stirling. Une autre méthode consiste a utiliser
le théoréme de sommation des équivalents en s’intéressant a la série

sumklnk — (k — 1) In(k — 1).

En effet,
kElnk—(k—1)In(k —1) ~Ink,
de quoi on déduit le résultat. O
. . . 1
Exercice 4.10. Expliciter la vitesse de convergence de anl T
Solution. Comparaison série/intégrale. O

Exercice 4.11. Soit Y u, une série & terme général réel. On définit f la fonction qui & t réel
positif associe ug,). Montrer que la série converge ssi I'intégrale sur R de f converge simplement.

Exercice 4.12. Soit f: Ry — R, continue par morceaux et décroissante. Montrer que la série

> [ r-so

converge.

Solution. Minorer le terme général par 0 puis le majorer par f(0). O

Exercice 4.13. Montrer qu’il existe v € R tel que

Xn:l—lnrH— +i+i+o L
k:lk_ T o T nd nd )’

Solution. On note (S,) la suite des sommes partielles de Y 1. Soit n < 2.

1

1 1
S, —1 —Sp 1 +lhn—1==4In(l1-=)~—
n(n) 1+1nn n+ n( n) 52

(4.1)

Donc la série ) (S, —In(n) — S,,—1 + In(n — 1)) converge absolument, donc converge. Ainsi (S,, — lnn),>1
converge et il existe v tel que pour n — o0,

Sp=Inn+~v+o(1).

Le théoréme de sommation des équivalents pour le reste d’une série convergente permet d’obtenir
immédiatement a partir de (4.1)) que

S, —Inn—~y~ —

2n

On réitére la méme méthode un nombre nécessaire de fois afin d’obtenir les autres termes du
développement. O



23

Exercice 4.14. Soit (u,) € RjN. On suppose qu'il existe C € R* et b € R7, tels que

Que peut-on dire de la convergence de Y u, ?

Solution. Distinction de cas. O

1 n
Exercice 4.15. Soit 8 € R. Que dire de la convergence de la série <1 - 5) ?
n

1 n
Solution. Pour n > 1, on note u,, = (1 — ,8) .
n
— Si B =1, la série diverge grossiérement puisque qu’alors u, — e~ .
— Si B> 1:pour n € N*, n® > n ce qui implique que la série diverge puisque

(1-5) > (-3)

— Si0 < B < 1:so0it a> 0. On trouve apres calcul que In(n%u,) = —n' =% + o(n'=#). Ainsi,

Up = 0 3 ce qui permet de conclure, la série converge.

— Si B =0, la série converge trivialement.
— Enfin, si 5 < 0, la série converge grossieérement.

Bilan :
1 n
Z (1 — ,@) converge <= 0< 3 < 1.
n>1 n
O
. 1 .
Exercice 4.16. Montrer que ) ————— diverge.
Inlnnp™™M"

Solution. Comparaison logarithmique : u, = Inlnn. u, est strictement positive a partir d’'un
certain rang. Soit o > 0. Pour n assez grand,

In(n®uy,) = alnn — (Inlnn) In(lnlnn)
or In(Inlnn) = o(Inlnn) et (Inlnn)? = o(Inn) lorsque n — +o0, donc
In(n“u,) = alnn + o(lnn)

ce qui fournit, pour 0 < a < 1,

1
—= o(ur)
Comme u,, est de signe constant a partir d’un certain rang, finalement la série diverge. O

Exercice 4.17. Soit o > 1. Montrer que pour n — +00,

i o
k> (a—1)pa-t’

k=n-+1
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Solution. Soit k > 1.

1 </k+1(it<1
CETE AT

dt 1 1
d’olt on déduit par encadrement que f:“ el e La série > T étant convergente, on peut
dt
appliquer le théoréme de sommation des équivalents pour le reste. Le calcul de f:o o permet
de conclure.
Connaissant le résultat, la second méthode a privilégier est d’utiliser le théoréme de somma-

tion des équivalents en montrant que pour n — 400,

1 1 1

~ —

(a—Dne=1  (a—1)(n—1)2"1  po’

L
Exercice 4.18. Soit a < 1. Montrer que pour n — +o0,
n 1 nl—a
Z ne ~ 11—«
k=1
Solution. Similaire & celle de 'exercice [4.17
O

Remarque 4.18.1. On réalise en fait dans les exercices et ce que l'on pourrait appeler
une intégration discréte.

Exercice 4.19. Donner un équivalent pour n — 400 de

izk In k.
k=1

Solution. Effectuer une transformation suite/série. O

Exercice 4.20. Soit a # 0. Nature de la série

(=1)"
2w

n>2n 4+

In“n

Solution. Si a > 0, un développements asymptotique du terme général montre que celui-ci
présente un terme d’ordre 1 vérifiant le critére spécifique des séries alternées, suivit d’un autre

terme dépendant de « :
N 1
(=)™ n ninen  O\aen )

In“n

On en déduit que dans le cas traité, la série converge ssi o > 1. O
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Exercice 4.21. Soient «, 8 > 0 distincts. Etudier la convergence de la série

(1)
2wy

n>2

Exercice 4.22. Etudier la convergence de la série

(=1)n
Z vn+ (=) Ilnn’

n>2

Remarque 4.22.1. Les deux exercices précédents montrent que le terme général d’une série alter-
née ne vérifie a prior: pas les hypotheses de décroissance vers 0 du criteére spécifique, et qu’il ne
faut pas négliger les termes suivants dans le développement limité de celui-ci.

. eim9
Exercice 4.23. Soient 6, « € R. Etudier la convergence de la série de terme général —.
n

Solution. Les cas autres que 6 ¢ 2nZ et 0 < o < 1 sont laissées au lecteur. Dans ce cas particulier,
on utilise le fait que la suite S,, des sommes partielles de la série _ ¢ est bornée : en effectuant
une transformation d’Abel, il vient pour N € N* :

N ne N-1 N-1
em? 1 1 Sn _ Sn, Sn
2 _ZS”<n n+1)+N Sl_z;n(n+1)+N 51

On peut alors conclure. O

sinn

Conséquence : La série ) converge.

Exercice 4.24. Soient (a,) et (u,) deux suites, la premiére & valeurs réelles et la seconde a
valeurs complexes, telles que :

(i) (an) tend en décroissant vers 0;

(ii) la suite des sommes partielles de » u,, est bornée.

Montrer que Y a,u, converge.

Solution. Une transformation d’Abel sur les suites des sommes partielles permet de prouver le

résultat. Si I’on note
n n
T, = Zuk et S, = Zakuk
k=1 k=1

on obtient :
n
Sp = Z Tk(ak - ak—i—l) + Tnan+1-
k=1
Puisque (T,,) est bornée, le second terme du membre de droite tend vers 0. D’autre part,
|Tx(ar — art1)| = lag — ag+1)

et ap — axy1 > 0. Puisque Y ap — ag1 converge, la démonstration est achevée. O
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Exercice 4.25. Soit 6 un réel non congru 4 0 modulo 27. Etudier la nature de la série

Z sin nf
V/n +sinnf’

n>2

Solution. Apres un développement limité, on peut se ramener a l'exercice [4.23 O

Exercice 4.26. On note (py)nen+ la suite des nombres premiers. Prouver la divergence de la

- 1
série > —.
> Pn

Solution. On suppose par I'absurde que -, pi converge. Pour tout n € N*| on pose

On a

Or
N (1 _ 1) oL
P Pk

donc (II,),>1 converge vers un certain L € R .
Soient n € N, M = |[Inn| et v € N* tel que

Py <n < pyy1.

On obtient alors

S S e ORI | PR

0<isenrrin < Mpl k=1 \j=0 k=1 i

On nage en plein délire les amis!

1
Z — diverge
n

n>1

Exercice 4.27. Nature de la série

|1+ ) (%>

n
n>1

Solution. Utiliser des paquets bien choisis. O
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o 71 n+1
Exercice 4.28 (Permutation des termes d'une série). Sachant que )~ , (i = In2,
construire une permutation o € G(N*) telle que
(1™ 3
DT S
— oa(n) 2
Solution. 1’idée est d’envoyer
— les entiers congrus & 1 modulo 3 vers les entiers congrus a 1 modulo 4,
— les entiers congrus a 2 modulo 3 vers les entiers congrus a 3 modulo 4,
— les entiers congrus a 0 modulo 3 vers les entiers congrus a 0 ou 2 modulo 4.
Sin € N*, on définit donc la permutation o par :
— 0(3n—2) =4n -3,
— o(Bn—1)=4n—1,
— 0(3n) = 2n.
_1)0(n)
Il reste alors & calculer la valeur de la somme de la série > ) On obtient :
o(n
i (_1)a(k) B zn: (_1)4k—3+1 . zn: (_1)4k—1+1 Z": (_1)2k+1
olk) 4k — 3 4k —1 2k
k=1 k=1 k=1 k=1
2n n
>y
~2j-1 42
s
j=1 J j=1 2 T
En utilisant le fait que, pour n — +oo,
"1
Zf =Inn+~v+o(1)
=17
on obtient le résultat demandé. O

et (ag)ren une suite de réels positifs.
— On suppose que Y ay converge et que V(n, k) € N2, |, 1| < ag.
— On suppose de plus que, pour tout k € N, ¢,  — Il € R lorsque n — +o0.

Montrer que
o0 o0
E Cn,k — E lk
n—-+4oo
k=0 k=0

Exercice 4.29 (Théoréme de convergence dominée). Soient (¢, x)(n,k)yenz une famille de réels

Solution. De la domination des (¢, k) par les (ay) on déduit la convergence absolue de la série
> cn i quel que soit n € N en passant a la limite, les (I;) sont également dominés par les (ag), et
donc de méme Y I, converge absolument. Aprés un petit travail de décomposition de la somme
ZZOZO (cn,k — li) pour n quelconque, il apparait judicieux de la séparer en trois, afin d’appliquer

les hypotheses de domination. La suite va éclairer le propos.
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Soit & > 0. Soit N tel que Y 7% 1 ax < §. On a alors :

o0

€

Vn € N, Z \cn7k|<§.
k=N-+1

Soit maintenant ng € N tel que :

13
> k N ok — 1 _
Vn_no,v E[[O, ﬂ,|6 k k|<3(N+1)

Soit n > max(N + 1,ng). On alors :

k=0 k=0 k=N+1 k=N+1
N 00 oo
< Z ‘cn,k - lk' + Z |Cn,k| + Z |lk|
k=0 k=N+1 k=N+1
c [eS)
< g +2 Z ag
k=N+1
<e

Et donc :

O

Remarque 4.29.1. L’hypothese de domination est bien entendu nécessaire : elle permet de contro-
ler tous les termes a la fois, sans quoi I'interversion peut donner des résultats absurdes. On peut
par exemple considérer les suites définies de la fagon suivanteﬂ pour n,k € N* :

k% sin#k
Cnk = 1 .
1+ 4z sin=k.

Alors pour tout & € N*, on a ¢, — k% lorsque n — +oo, tandis que pour tout n € N*,
on a par exemple

R X1 1 X1
ch’k >Zﬁ+§ >Zﬁ
k=0 k=0 k=0

Exercice 4.30 (Théoréme de Riemann). Soit Y a, une série simplement convergente (c’est-a-
dire que Y ° a, = +00). Montrer que

VIER, 3oe&N), > asm — L
k=1

Exercice 4.31. Soit (a,) une suite de réels positifs. Montrer que [] -,(1 + a,) converge ssi
> n>1 Gn cOnverge.

1. Merci & Félix Lequen pour cet exemple.




29

Solution. 11 suffit de prouver les équivalences suivantes :
H (14 an) converge <= Z In(1 + a,) converge
n>1 n>1

S E an converge.
n>1

N.B. : Un produit tendant vers 0 diverge. O

Exercice 4.32. Soit Ean une série réelle telle que > a2 converge. Montrer que pour n — 400,

Z ar = o(v/n).
k=1

Solution. 1’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit seulement un O(y/n). Mais c’est déja une pre-
miere idée qui se révele étre la bonne si on I'applique un peu plus subtilement.

Soit € > 0.

Soit N € N tel que pour n € N,

nZNéZ:nJrlJrooaiS
k

€
5
Soit n > N + 1.

N

>

k=1

n

>

k=1

n

>

k=N+1

N n
S\/NZaiqL\/an Z a:
k=1

k=N+1

< +

N
sm;a§+f;
Soit N’ € N tel que pour n € N,
N , .
nZNém;ak§f§

Soit n > max(N,N’) + 1.

N
< 2 <
_\/NZak—F\fz
k=1
< Vne

n
> o
k=1
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Chapitre 5

Intégration : convergence,
comparaison avec séries

Exercice 5.1. Montrer que

/ cos 6 df
0

diverge.

Solution. On suppose par I’absurde que l'intégrale converge. On note A sa limite. Alors :

2nm
A= lim cos #dd = 0.
n—-+4o0o 0
Mais on a également :
2nmw+m
A= lim cosfdf =1
n—4oo 0
D’ou 0 = 1, absurde. O

Exercice 5.2 (Intégrales de Bertrand). Soient v et § des réels. On considere I'intégrale suivante :

< qt
/2 talnﬁt/

Montrer que :
— si a > 1, 'intégrale converge;
— si a < 1, elle diverge;
— si a = 1, 'intégrale converge ssi 5 > 1.

Exercice 5.3 (Formule de Stirling). Montrer que

n! ~ <Q> 2mn.
e

Solution. Evaluons asymptotiquement la suite définie pour n > 1 par

n+1/2
A, =Inn!- / Intdt.
1/2

31
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Pour prouver la convergence de la suite, on s’intéresse & la nature de la série > (A, 11 — Ay).
Sachant qu'une primitive de  — Inz sur R} est z — zInz — x, un calcul asymptotique donne
A1 — A, = O(1/n?) ce qui permet de conclure quant a la convergence de la suite (A,). On
note L la limite en question. Par continuité de I’exponentielle et en manipulant brievement les

équivalents, on en déduit que
n4+1/2
edi/2

L Intdt

nl~e

Le calcul asymptotique de 'intégrale en exposant permet de conclure qu’il existe K > 0 tel que

n~K(2) Vi
e
On peut montrer a I’aide des intégrales de Wallis que K = v/27. En effet,
™
Wopn ~ [ —.
2 In

O

Remarque 5.3.1. Se reporter a lexercice 20.6] pour une autre preuve de la formule de Stirling.



Chapitre 6

Dénombrabilité, puissance du
continu

Exercice 6.1. On dit que z € C est algébrique si et seulement si il existe un polynéme non nul
de Z[X] annulant z. Montrer que 'ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

Solution. 11 suffit d’écrire :

A=J) U P (o).

NENPeZy[X]

’Exercice 6.2 (Diagonale de Cantor). Montrer que [0, 1] est indénombrable. ‘

’Exercice 6.3. C°(R,R) est-il équipotent & R ? ‘

Solution. Soient f et g dans C°(R,R) telles que flo = 9jp- Alors on a, par densité de Q dans R
et continuité de f et g, égalité de f et g.
On peut donc injecter CO(R,R) dans R?, donc dans RY, et le tour est joué. O

Exercice 6.4. Montrer que ’ensemble des points de discontinuité d’une fonction croissante de
R dans R est dénombrable.

Solution. 11 suffit de considérer, en notant

D= {z € R|limf <limf},
x— T

I’application injective
x € D+—r € QNlimf, lir+nf[.
xr— x

Exercice 6.5. Soit A une partie non dénombrable de R. Montrer que

{Za|FCAetFﬁnie}

acF

est non majorée.

33
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Exercice 6.6. Montrer que X n’est jamais équipotent a P(X).

Solution. On raisonne par 'absurde en se donnant ¢ — P(X) bijective. On pose

A={zeX[{r} ¢ o(X)}

et on constate que A ¢ p(X). O



Chapitre 7

Familles sommables

1
Exercice 7.1. On s’intéresse a la série convergente >, ——. Pour un entier N € N*, on note

2n — 1
div(N) le cardinal de I'ensemble de ses diviseurs. Montrer que

n=1 N=1
Solution.
=1 1 S N |
S=> 5 | =2 5> 5w
n=1 1—— n=1 q=0
27L
- s
n=1q=0
B
omq
m=1qg=1
Or
N*x N*= U N* x N* =N
X N {(m,q) € x N*, mgq }
AN
ce qui permet d’écrire :
g I 1
=2 2 gu- X gm

meN* geN* (m,q)eN*2

1
- Z Z omgq

NeN* (m,q)€AN

- Y o

NeN* mg=N
div(N) & div(N)
=2 v =X v
NeN* N=1

(7.1)
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O
Exercice 7.2. Soit N € N* dont on connait la décomposition en nombres premiers.
1. Calculer le cardinal de I’ensemble des diviseurs de N, noté |div(N)|.
2. Calculer
Zdediv(N) d
|div(N)|
3. Calculer L
|div(N)|
II ¢
dediv(N)
Solution. 1. Ecrire N = pit...p¢e. On vérifie aisément que :
[div(N)| = (1 + aq)...(1 + as). (7.2)
2. On a alors :
B1 s u X )
> | (DY
dediv(N) . (B1yeees Bn)anlzl[[l,ozi]] B i=1 \ Bi=1
|div(N)| (a1 +1).(as +1) ~ (ap+1).(as + 1)
s a;+1 1
_ i -
el (pi — 1)(0@ + 1)
3.
S N (a141)(@im1+1) (@ip1+1). (s +1)
II i = 111 (pfl)
(B1yeBr)E[ [ [Lhes] i=13;=0
_ o (p(al+1)...(al_1+1)(ai+1+1)...(as+1))ﬂi
=1 ﬁ1:0
s Ozi(OéZ‘ =+ 1)
_ (p(a1+1)...(m_l+1)(a7¢+1+1)...(as+1)) 5
=1
S al
_ <p§a1+1)...(ab+1)) 3
=1
. a;y (eatD)..(as+1)
— pi2 _ (\/ﬁ)\div(Nﬂ
i=1
D’ou
1
|div(N)]
IT ¢ = /n. (7.3)
dediv(N)
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Exercice 7.3. Soit z € C. Etudier la nature de la série de terme général div(n)z".

Solution. Soit z € C.
Si |z| > 1, alors |[div(n)z™| > |z|™ > 1, or Y_ 2™ diverge donc Y _ div(n)z™ diverge.
Si |z| < 1, alors |div(n)z"| < n|z|™ et puisque Y nz™ est absolument convergente (car

1
n|z|™ = o )) la série > div(n)z™ est absolument convergente, donc convergente. On peut
n?

donc définir :
f:B,(0,1) — C
z o= Yo div(n)z®

La famille (div(n)z™)n,en+ est sommable. Soit z € C.

z) =) div(n) Z (Z m|n)> 2" (7.4)

m=1

La famille (1(m[n)z"), m)en+2 est-elle sommable ?EI On vérifie aisément qu’elle ’est en sommant
les modules (on tombe sur f(|z|) naturellement). On peut ainsi permuter les signes sommes :

> m

=Y D Amn)e = Y Y=Y =Y (7.5)

m>1n>1 m>1k>1 m>1 m=1

O

Exercice 7.4. On note ¢ la fonction de Riemann. Montrer que

) 122
202 :
(n,m)EN*2n m C(4)
nAm=1

Exercice 7.5 (Fonction de Mobius). Soit p: N* — {—1,0,1} définie par :

1 sin=1
u(n) =< (=1)* sin=p;...ps ol les p; sont des nombres permiers distincts
0 si n est divisible par le carré d'un nombre premier

1. Soient m et n deux entiers naturels premiers entre eux. Montrer que u(nm) = u(n)u(m).

2. Soit n un entier naturel. Montrer que

1 sin=1
Z”(d)_{o in#1
<d sin
d|n

3. Soit @ > 1. Monter que

> 1
E =@

1. L’indicatrice : « Si vous mentez, on ne vous chatie pas publiquement, ce qui serait mieux, mais vous marquez
plutot 0 point parce que ’on est dans une société laxiste. »
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Exercice 7.6. Soit (a;);c1 une famille de réels strictement positifs. On suppose que

sup Zaj < +o00.
J partie finie de 1¢;

Montrer que I est dénombrable.




Chapitre 8

Topologie de R et C

Exercice 8.1. Soit x € [0,1] et p > 2 un entier. Montrer qu’il existe une unique suite (dy,)nen+
telle que

(i) Vn e N* d,, € [0,p — 1]

.. 1

(i) 2 =>,", dnﬁ

(iii) (d,,) ne stationne pas en p — 1.

Solution.
FExistence
On définit les suites (2, )nen et (dp)nens par

xg=x et Vn € N*d, = |pxnp_1] et zp, = prn_1 — dy. (8.1)

On vérifie que Vn, z,, € [0,1] et 0 < d,, < p — 1. On montre ensuite par récurrence que
n

dk In
VnEN,x:ZFJrﬁ
k=1

ce qui permet de conclure que
oo
d’VL
ey
n=1

puisque 7= — 0 lorsque n — oo. En supposant par I'absurde que (d,) stationne en p — 1, il
suffit de prendre ng tel que (dy)n>n, est constante égale & p— 1. On a alors par un simple calcul
ZTn, = 1, ce qui est impossible d’apres ce qui précede.

Unicité
En raisonnant une nouvelle fois par I’absurde, on arrive au méme style de contradiction. O

39
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Exercice 8.2 (Développement en série de Engel). Soit z €]0,1].

1. Montrer qu’il existe une unique suite (g,) € (N\{0,1})N" croissante et telle que
o0

=3

n—1 q1---4n

2. Montrer que x est rationnel ssi (g, ) est stationnaire.

Solution. 1. On exclu le cas trivial z = 1 qui correspond a la suite constante égale a 2. Soit
x €]0, 1[. Pour se donner une idée, on suppose qu’une telle suite existe. On remarque alors
que

=1
ar=1+ 8.2
2 i (82

d’ott on déduit que 0 < g1z —1 < 1. On a donc ¢; = | %j +1et 21 = qux — 1, puis par
récurrence immédiate, on en déduit que :

1 1
Q= {zJ +letVneN* g1 = {IJ +1 (8.3)

n

xo=zetVn e N" 11 = qpi12, — 1 (8.4)

Ainsi si  admet un tel développement, il est unique.

Il convient maintenant de vérifier que les relations de récurrence ci-dessus définissent bien
deux suites répondant aux exigences de 1’énoncé, notamment que (x,) ne s’annule pas.
Montrons donc par récurrence que Vn, x,, €]0,1]. C’est bien le cas pour zg = x. Supposons
que cela soit vrai au rang n, alors comme

L <241 (8.5)
T qn+1_$n .

n

ona i1 = Gny1Zn—1 < x, < 1. Par ailleurs cela montre que la suite (x,,) est décroissante,
ce qui nous fournit la croissance de la suite (g,) avec g1 > 2. Il ne reste plus qu’a vérifier
que Y n 1q converge avec x pour somme. On montre par récurrence que

n

1 n

=gk Qedn

et en minorant le second terme & droite de 1'égalité par le reste de 3 5- on conclut.

2. Pour le sens direct, trouver une suite décroissante d’entier (division euclidienne!). Pour le
sens réciproque, le calcul est laissé au lecteur.

O
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Exercice 8.3 (Nombres de Liouville). 1. Soit P un polynéme de Z[X] de degré m > 1, et
x € R une racine de P. Montrer qu’il existe K > 0 tel que

V%E(@ﬂ[:c—l,a:—l—l}, <P(Z)7é0:>‘x—2‘2|b1|§n>.

2. Soit (uy,) € [0,9]" strictement positive & partir d’'un certain rang. Soit

(oo}

Up
n=0
Montrer que z est transcendant sur Q.[7]
a. x est un nombre de Liouville.
Solution. 1. Avec M = ||P/||» sur [z — 1,z 4 1], I'inégalité des accroissements finis fournit

pour un rationnel  de ce segment non racine de P :

@)=l (0) - <o)

Par ailleurs, si ’on note ag, ay, ... , an, les coefficients de P,
P (%) - ;akbm*kak e Z\ {0}.

De 1a, |me (%)| > 1 et finalement :

1
‘>7
= M

=
b

2. On raisonne par I’absurde en appliquant I’inégalité précédent a la somme tronquée de celle
définissant .
O
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CHAPITRE 8. TOPOLOGIE DER ET C



Chapitre 9

Espaces métriques, suites,
ouverts, fermés

Exercice 9.1. Soit X une partie non vide de E un espace métrique dont on note d la distance
associée. Montrer que
{ E — R,
dX :

a +— infzexd(a,x)

est continue.

Solution. On montre que dx est 1-lipschitzienne. Soit (a,b) € E? et # € X. En appliquant I'in-
égalité triangulaire, on a :

d(a,x) < d(a,b) +d(b, z) (9.1)
ce qui fournit

d(a,X) < d(b,X) + d(a,b) (9.2)
et permet de conclure par symétrie des roles de a et b. O

Exercice 9.2. Soient a et b dans R* tels que ¢ ¢ Q.
1. Montrer que aZ + bZ est dense dans R.
2. Montrer que aN + bZ est dense dans R.

Solution. 1. 1l s’agit d’appliquer le

Lemme 9.2.1. Soit G un sous-groupe de (R, +).
Ou bien G est dense dans R, ou bien G est monogeéne.

Preuve. On suppose G # &. On pose

G, =GNR}
et

m = inf G} .

— Sim € G% : on montre facilement (par division euclidienne notamment) que G = mZ.
— Sim ¢ G : on construit dans G des éléments arbitrairement proches de m, d’oti, par

différence, on a ]0,£[NG # @ pour tout € > 0. On en déduit m =0 et G = R.

43
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On montre en raisonnant par ’absurde que aZ + bZ n’est pas monogene, donc est dense
dans R d’apres le lemme.

2. On veut montrer que aN + bZ est dense dans R. On peut supposer a > 0 ( puisque
X dense & —X dense ) et b > 0 (puisque bZ = —bZ).

Soit € > 0. Montrons que
aN + bZN|0, e[# @.

On raisonne par ’absurde en supposant aN + bZN]0, e[= &. Or la question précédente nous
assure que
aZ + bZN|0,e[# 2.

On dispose donc de p € N* et ¢ € Z tels que
0< —ap+bg<e

De méme,

aN + bZN)0, —ap + bq[# @.
donc on dispose de p’ € N* et ¢’ € Z tels que

0< —ap +bg < —ap+bg<e.

On construit par récurrence ((pn, My )n>0 € (N* x Z)N avec (pg,mo) = (p,q) et pour tout
n>0:
0 < —appt1 +bmpi1 < —ap, +bm, < e.

On a donc pour tout n > 0

0 < a(pny1 — pn) +b(my —Mmpg1) <e

€aZ+bZ

donc pnp4+1 — pn < 0 pour respecter 'hypotheése de départ, ceci pour tout n € N. Clest
impossible puisque (p,,) est une suite d’entiers (strictement) positifs.

Ve >0, aN+bZN|0,c[# .
Montrons que R C aN + bZ. Soient x € R% et € > 0. Montrons que
aN+bVZN|x — e,z + €[# @.
Soit z € aN 4 bZnN]0, [. Soit p € Z tel que
pzelax+e<pz+z

Or
pz>rx+e—2<x>0

donc p € N* et pz € aN + bZ.
|z —pz| <e

On montre de méme que R_ C aN + bZ.

Exercice 9.3. Montrer que A = {\/n —m?, (m,n) € N2} est dense dans R.
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Solution. Pour z € R, considérer
N = [ (& +m?)?]

qui vérifie alors

A am—m?=+(z+m2)2+0(1)-m?> — =

m——+oo

O

Exercice 9.4. Montrer que 'intersection de deux ouverts denses d’un espace métrique est un
ouvert, dense.

Solution. Soit x € E et U et V deux ouverts denses de E. Soit ¢ > 0. Soit u € U tel que
d(z,u) < 5. Soit 0 < 7 < § tel que By(u,r) C Uet v eV tel que d(u,v) < r. Alors v € U et
d(z,v) <eavecveUNV. O

Exercice 9.5. Soit B une partie non majorée de R .

Montrer que
1
R, = —B.
= U
neN*

Solution. Soit a € Ry. Si a = 0, c’est clair, puisque B est nécessairement non vide. On suppose
donc a > 0.
L’ensemble
A={neN"|BnN[na,(n+1)a] # &}

est non vide et non majoré. On se donne ¢ : N* — A strictement croissante. Pour n € N*, on es
donne b,, € B tel que

On a
by, ~ p(n)a
ce qui traduit ici
. — a
p(n) n—oo
Conclusion :
1
R+ - *B
neN*

Exercice 9.6. Montrer que A = {\/n +m?, (m,n) € N?} est fermé.

Solution. Soit = € A. On se donne une suite de AN :

,/np—|—m12) — .

p—r—+o00

On constate que (n,) et (m,) sont bornées. Quitte & extraire, on les suppose convergentes. Le
résultat en découle. O

Exercice 9.7. Montrer que le sous-espace vectoriel des fonctions affines par morceaux n’est pas
fermé mais dense dans (C°([0,1],R), ||.||ec)-
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Solution. Soit f € CY([0,1],R). Le théoréme de Heine fournit que f est uniformément continue.
On se donne € > 0 et 7 constante d’uniforme continuité associée a £, ainsi qu'une suite de points

O=ro<1< ... <2y, =1
tels que |z;41 — x| <y pour i =0,....,n — 1.

On se donne f affine par morceaux telle que f(x;) = f(z;) pour tout i. Soit = € [z, x4 1]
pour un certain .

) = Flo)l = | @) = Fo) = S22 (i) = FGo)|




Chapitre 10

Espaces vectoriel normés

Exercice 10.1. Montrer qu'il existe une infinité non dénombrable de normes deux a deux non
équivalentes sur R[X].

Solution. Si a > 0, 'application

RX] — R,
N : P +— sup|P(t)]
t]<a

est une norme sur R[X]. De plus, si a < b, alors N, < Nj donc N, » Nj. Ainsi il existe une
infinité non dénombrable de normes sur R[X] deux & deux non équivalentes. O

Remarque 10.1.1. 11 est possible de construire deux normes N et No sur R[X] telles qu'une suite

(P,,) de polynome donnée admette deux limites différentes : on considere f € CO([0,1], ||.||o) affine

par morceaux, de subdivision adaptée (—2,—1,1,2) avec f(2) = f(1) = —f(-1) = = f(-2) =1,

et (P,) suite de polynémes convergeant vers f pour ||.||. On choisit Ny = sup|.| et No = sup |.|.
[1,2] [—2,—1]

Les limites de (P,,) sont alors respectivement 1 et —1.

Exercice 10.2 (Théoréme de Riesz). Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Montrer que la
boule unité fermée de (E,N) est compacte si et seulement si les compacts de (E,N) sont les
fermés bornés.

Solution. Soit F un fermé borné de (E,N). Montrons que F est compact. Soit R > 0 tel que
F C B4(0,R). L’application
{ E - E
hR :

rz — Rz

est continue, donc By (0, R) est compact. Soit (y,) € FY et ¢ extractrice telle que yy,) — y €
B¢(0,R). Comme F est fermé, y € F. Donc F est compact.
La réciproque est immédiate. O
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Exercice 10.3. Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Montrer

B#(0,1) compacte <= E est de dimension finie.

Solution. On suppose que Bf(0, 1) est compacte. Montrons d’abord :

In € N*3ay,...,2, € Bf(0,1) /B4(0,1) C iQiBf (x ;) (10.1)
On suppose par ’absurde que

Vn e N*Vaq,..,z, € Bf(0,1) /Bf(0,1) € iQIBf (a:i, ;)
Posons zo = 0. Soit n € N*. Supposons construits (zx)xe[o,n) dans By(0,1) tels que

0<pg<netp#q=N(r, -1z >

N | =

On choisit 2,41 € B¢(0,1) \ ‘@.Bf (zi,3). On a bien

N =

0<p,g<n+1letp#qg= Nz, —2zq) >

Cette suite d’éléments de Bf(0, 1) ne peut donc avoir de valeur d’adhérence, ce qui est absurde
puisque I'on a supposé Bf(0, 1) compact. Ainsi on a montré la proposition m
Soit n vérifiant Considérons F = Vect(zq, ..., x,). On a

1
Bf(O, 1) - F+Bf (0, 2) .
Etant donné que B ¥ (0, %) = %B £(0,1), on montre par récurrence que
1
VpeN By(0,1) CF+ By (0, 2})) (10.2)

Soit € Bf(0,1). Si p € N, on peut écrire & = f, +u, out f, € F et u, € By (072%). Ainsi en
faisant tendre p vers 400, on obtient z € F = F. Conclusion :

Bf(O, 1) c F.

Par conséquent, E C F C E et | E est de dimension finie ‘ O

Exercice 10.4 (Equivalence des normes en dimension finie).
1. Soit n € N* et v une norme sur K".
Montrer que v est équivalente & ||.|| co-

En déduire que toutes les normes sur K" sont équivalentes.

2. Soit E un K-ev de dimension finie. Montrer que toutes les normes sont équivalentes sur E.
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Solution. 1. Soit e = (eq, ..., e,) la base canonique de K". Soit = = (1, ..., 2,) € K” non nul.

n
Tr = E €Z;€;
i=1

n
On vérifie aisément que si A = E v(e;) alors
i=1

v(z) < Ao

Cela prouve notamment que v est continue pour ||.||o. La sphére unité S pour ||.||lo est un
fermé borné, donc est un compact de (R™,||.]|s). On peut donc poser

1 = min v(S)
avec > 0 et on vérifie alors que ||z]/e < ﬁz/(x), ce qui acheve la démonstration.

2. Le cas E = {0} est trivial. Supposons que E # {0} et notons d sa dimension. Soient N et
v deux normes sur E, et ® un isomorphisme d’espaces vectoriels de E dans R?. On vérifie
facilement que N = No®~ ! et # = v o ®~! sont deux normes sur K9: elles sont donc
équivalentes. Ainsi on dispose de A et B des réels positifs tels que N < Av et 7 < BN. Cela
fournit le résultat en composant a droite par ®.

O

Remarque 10.4.1. Le corps doit étre fixé, puisque un C-ev de dimension d est un R-ev de dimen-
sion 2d. Par ailleurs, si v est une C-norme, alors ¢’est une R-norme.

Exercice 10.5. Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension finie, chacun muni
d’une norme quelconque. Montrer que si f est un isomorphisme de E dans F, alors f est un
homéomorphisme.

Solution. Soit N une norme sur E. Il suffit de prendre une norme v bien choisie sur F :

y = N(f(y)

Etant une bijection isométrique de (E,N) dans (F,v), f est un homéomorphisme. Les normes
étant équivalentes, E et F sont homéomorphes. O

Exercice 10.6. Soient (E,v) un espace vectoriel normé de dimension finie, et (F, ) un espace
vectoriel normé quelconque.
Montrer que si f € L(E,F), alors f est continue.

Solution. L’application
T S,
Tl e o= N@)+r(f(2)

est une norme sur E. On dispose donc de A € R tel que

Ve e E, |z] <AN(zx)

ce qui fournit
Ve € B, u(f(z)) < AN(z)

et donc f est continue. O
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Exercice 10.7 (Un théoréme de point fixe). Montrer le résultat suivant.
Soient (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie et F une partie fermée non vide de
(E,N). Soit ¢ : F — F vérifiant

3p €)0,1[V(z,y) € F* N(p(z) — ¢(y)) < pN(z —y)

Alors :
(i) ¢ possede un et un seul point fixe w € F

(ii) Toute suite u € FY définie par

ug €EF et Vn >0, upr1 = p(un)

converge vers w.

Solution. Si ’on suppose que ¢ possede un point fixe, alors celui-ci est unique puisque ¢ est
contractante.
Soit v € FN définie comme dans I’énoncé. Par récurrence immédiate,

Vn € N N(upt1 — upn) < p"N(ug — ugp)

Par conséquent, la série Y (up4+1 — up) est absolument convergente dans un espace vectoriel
normé de dimension finie, donc est convergente. Ainsi (u,,) converge dans F puisque F est fermé.
Etant donné que ¢ est lipschitzienne, elle est continue, et la limite de w est un point fixe de ©
qui en admet donc bien un. O

Exercice 10.8. -
h={ueC" > |u,| < +oo}
n=0

Déterminer toutes les formes linéaires continues sur (I, ||.||1).

Solution. Pour p € N, §, : u € l; — u, est dans L¢ (1, C), tout comme toute combinaison linéaire
des (6,)pen : dans ce cas, si ag, ..., a, sont des complexes et

p
o= apdy
k=0

alors
el = gma o
(il suffit d’évaluer ¢ en les (9, k)nen apres avoir majoré la norme triple).
Considérons maintenant o, = {a € C /a bornée}. Pour a € I, on définit

ll — C
oo

Pa T Zanun
n=0

qui est une forme linéaire continue sur Iy, car

Vu € Iy, |pa(u)| < lalloollullx



o1

et donc
alll < llalloo-

Toujours en évaluant ¢, en les (0p, i )nen, On montre que
Vk € N, |ax| < [||@alll-

Par conséquent,
Hlpalll = llalloo-

Soit f : 13 — C linéaire et continue pour ||.||;. Montrons qu'’il existe a € I, telle que f = ¢,.
On pose €, = (6n,k)k6N et (an)nEN = (f(en))n€N~ Soit n € N.

lan| = |F(ea)] < I flllenlls = [ILA1I

Donc a € ls. Montrons pour terminer que f = ¢,. Soit u € [;.

flu)=f ngffoo Z uge | = ngffoof (kz_o Uk€k>

Iy *=0

=l > wefler) = T 3w = galw)

Conclusion : et

J UsosllHlee) = Le(l1,C)
j'{ a = P

est bien définie, surjective d’apres ce qui précede, linéaire, conserve la norme donc est injective
et continue. O

Exercice 10.9. On munit R™ de son unique topologie d’espace normé. Montrer qu'une partie B
de R™ est la boule unité fermée d’une norme de R™ si et seulement si B est convexe, compacte,
symétrique par rapport a l'origine et d’intérieur non vide.

Solution. Le sens direct étant évident, montrons le sens réciproque. Soit B une partie convexe,
compacte, symétrique par rapport a 'origine et d’intérieur non vide de R™. Pour € R™ non
nul, posons

Ix:{A>0,§€B}.

Cet ensemble n’est pas vide : il existe A € B et r > 0 tels que B(A,r) C B; par symétrique
de B B(—A,r) C Bj; par convexité, B(0,7) C B. Ainsi l'origine est dans B et tous les réels
suffisamment grands sont dans I, et si A € I, alors [\, +o00[€ I,. Ainsi I, est un intervalle non
majoré de R. B étant compacte, B est bornée par M > 0. Si A € I, alors A > % > 0 et donc on
peut poser N(z) = infI,. Comme B est fermée, I, aussi et I, = [N(x),+oc[. On prolonge N en
0 par N(0) = 0.

N est positive. Si 1 > 0, alors on constate que I,,, = [uN(z), +-00[ et comme B est symétrique,
I, =1_, ce qui donne N(z) = N(—z), donc N est homogene. Enfin, comme B est convexe et que
B = {z € R", N(z) < 1}, N vérifie 'inégalité triangulaire. En effet, si (z,y) € R™ x R™, alors

X

y x4y . . . ,
et N sont dans B et donc N@) () dussi, ce qui fournit le résultat. O

N

—~
8
|
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Exercice 10.10. Un espace normé est appelé espace de Banach si et seulement si il est complet.
Montrer qu’un espace normé est un espace de Banach si et seulement si toute série absolument
convergente est convergente.

Solution. Soit (E,|.||) un espace normé.

Supposons que (E, ||.||) est de Banach. Soit } u,, une série & terme général dans E qui converge
absolument. On note (S,) la suite des sommes partielles. Soient ¢ > 0 et N € N tel que si
q=zp=N,

q
D il < e
i=p

donc

q q
1Sg = Spll = 1D will <Y lluill <&
i=p i=p

et (S,) est de Cauchy donc converge. Ainsi la série Y u, converge.

Réciproquement, supposons que toute série absolument convergente de (E, ||.||) converge. Soit
(uy) une suite de Cauchy dans (E, ||.||) dont on va extraire une sous-suite convergente. On note
©(1) le plus petit entier tel que

P, q > (1) = |lup —ug|l < 1.

On construit par récurrence ¢(1),...,0(k),... tels que si k& > 2, ¢(k) est le plus petit entier
supérieur strict & ¢(k — 1) vérifiant

1
P, q > p(k) = |lup —uyl| < 72

Comme ) k% converge, la série ) (uy(k+1) — Up(k)) converge absolument donc converge,

et donc (uy(n))nen+ converge. Ainsi u possede une valeur d’adhérence. Etant de Cauchy, elle
converge. Donc (E, ||.||) est de Banach.

O
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Exercice 10.11 (Autour des racines de polynémes). Soit N un entier.
1. Montrer que
Un[X] = {P € Rx[X] | P unitaire }
est un fermé de Ry[X].

2. Soient P € Ux[X] et z une racine de P. Montrer

d—1
|z| < max (1,2 |ai|> .
k=0

3. Si d € N* et Q est un polyndme unitaire de degré d dans C[X] limite d’une suite (P,) d
polyndmes unitaires de degré d, si Z est une racine de Q, montrer qu’il existe z, racine d
P, telle que z, — Z.

4. Montrer que
Sn[X] = {P € Un[X] | P scindé sur R}

est un fermé de Ry[X].

o

a) Montrer que
On[X] = {P € Rx[X] \ {0} | P scindé & racines simples dans R}

est un ouvert de Ry[X].

b) En déduire que I’application

wi:{ ONX] = R

P — laq®Me

racine de P par ordre croissant

est continue.

6. Montrer que
ON[X] = {P € Ry[X] \ {0} | P scindé dans R} U {0}.

7. Soit © un ouvert de C et N € N*. Montrer que
V = {P € US[X] & racine dans Q}

est un ouvert de Cn[X].

@

Solution. 1. L’application

Ry[X] — R
! o
) Z(kak =  aN
k=0

est linéaire, sur un espace vectoriel de dimension finie, donc est continue.

Un[X] = ®~1({1}) donc ‘ Un[X] est fermé ‘

2. Si |z| <1, c’est évident. Supposons |z| > 1. Alors

= Z |Z|1|\1k1| R Z|ak|

n—1

>

k=0

2| =
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3.

5.

CHAPITRE 10. ESPACES VECTORIEL NORMES

Quitte a effectuer des transformation affines, on suppose que Z = 0. Soient zy,1, ..., Znd
les racines de P,,. Le produit des racines de P,, vaut coefficient constant de P,, qui tend
lui-méme vers 0 puisque Q(0) = 0 . Donc il existe une racine de P,, qui tend vers 0.

. Soit (Pp)nen une suite de polynémes de Sy[X] et Q € Ry[X] tel que P, — Q. Montrons

que Q € Sx[X].
Comme Uy[X] est fermé, Q est unitaire. On note

P, X Wn, k Z G, kX

|
':Z

@
Il
-

Q= Xk

] =

b
Il

0
Soit 0 < k < N. Etant donné que Papplication
Ry[X] = R

N
O : Zank = ak

est linéaire sur un espace de dimension finie donc continue, ay, ; — by. Notamment (a, i )nen
est bornée dans R. Soit A € R, tel que

Vn € N |an,k| <A,
Par conséquent,

N-1
Vn e NVEk € [0,N] |wpx| <max |1, Z A;
§=0

et donc (wn)n>0 = ((Wn1s -, Wn.N))n>0 est bornée dans (RN, |.|») par R > 0.
Soit j : N — N extractrice telle que wj(,) converge vers u = (uy,...,un) € RN. Par
conséquent,

vk € [[O,N]] Wj(n),k — Uk-

La continuité du produit permet de conclure :

N N N
Q= lm <H<X - wj(n»w) = [T = Jim wjonr) = [TX = w):

k=1 k=1 k=1

Ainsi ‘ Sn[X] est fermé ‘

a) Soit P € Q. Soient a et wy < ... < wy des réels tels que

N
P = aH(X—wj).

Soit (g, ...,tn) € RN*L tels que

to <wp <t <..<wyn <ty
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Comme P est scindé a racines simples,
Vi € [[].7Nﬂ P(tzfl)P(tz) < 0.
Considérons maintenant 1’ensemble

U ={Q e Rx[X]/Vi € [1,N] Q(ti-1)Q(t;) < 0}.

Le théoréme des valeurs intermédiaires assure que U C Qx[X]. Par ailleurs, P € U.
L’application
o { Ry[X] — RN
. Q = (Q(ti-1)Q(t:))1<i<n
est polynomiale donc continue. On en déduit que U est un ouvert contenant P, donc
On[X] est un ouvert de Ry[X].

b) Soit € > 0 et P € Q[X]. Quitte & diminuer ¢, on suppose que 2¢ < 2r<ni<rlN(wi(P) -

w;—1(P)). On adapte la preuve précédente avec
W ={Q € Ox[X] /Vi € [1,N] Q(w;(P) — )Q(w;(P) + &) < 0}
qui est ouvert et contient P. Ainsi
VP € QnVe>03V e V(P) ouvert /Q €V = |w;(P) —w;(Q)] <&

ce qui traduit que w; est continue.
6. [ Soit (Px) une suite d’éléments de Qx[X] qui converge vers P € R[X]. Notons

ou les ay; sont les N racines distinctes de Pj. Soit 1 <7 < N fixé et considérons la suite
(cik)ken). Deux possibilités : soit cette suite posséde une sous-suite bornée de laquelle on
peut extraire une sous-suite convergente, soit elle n’en possede pas et alors on peut extraire
une sous-suite divergeant vers H+oo. En réalisant des extractions successives et quitte a
réordonner, on dispose de ¢ extractrice et de p € [0,N] tels que (ay(),1)s s (Qp@)p)
convergent vers o, ..., a, et les N — p autres suites divergent vers £oo.

A partir d’un certain rang,

P N X
Pomy = dk H(X — Qy(k),i) H (1 - )
i=1

i=p+1 a‘P(k) )t

ot (d) € RY que I'on peut supposer convergeant vers d € R ou divergeant vers oo

p N
X
quitte a extraire a nouveau. Lorsque k tend vers +oo,H(X — Q(k),i) H (1 — )
- - Aop(k),i
=1 1=p+1 ¥
P
converge vers H(X — Q(k),i)- Si (dy) diverge vers 400, (P /d}) a une limite nulle, ce qui
i=1
est absurde. Donc (dy) converge vers d et (P ()) converge vers

P=d||(X—aum).)

=

i=1

1. D’apreés S. Francinou, H. Gianella, S. Nicolas, Analyse 3, réédition de 2014 chez Cassini, page 28.
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qui est scindé dans R.

Soit P polynéme scindé dans R de degré p non nul (le cas P = 0 est évident). On vérifie
que si on écrit

P :CH(X—OQ')

ot ap < ... < oy, sont les racines et de P et ¢ € R*, P est limite de la suite définie pour
k € N* par

-y X\ ¢ i
Pome I (-5 ) T (3o )
j=1 I/ =1

ol B, ..., Bn—p sont des réels distincts non nuls. Pour k assez grand, Py € Q,[X].

. On suppose par 'absurde que V\ V # &.

Soit P € V\Vet (Q,) € C[X]\V" tels que Q,, — P. La forme linéaire qui & un polynéme
n—=o00

associe sont (N + 1)éme coefficient est continue. On suppose alors que (Q,,) € US[X]Y. On

note
N

Qn ={n H(X - Zn,k)

=1

Une de ses racines n’est pas dans {2, z,, 1 par exemple. On est en dimension finie, donc par
équivalence des normes, Q,, tend coefficients par coefficients vers P et d’apres le lemme de
localisation des racines, chacune de ses racines est majorée en module par 1 ou la somme de
ses coeflicients divisée par le module > r > 0 a partir d’'un certain rang de son coefficient
dominant, elle-méme majorée indépendamment de n puisque (Q,,) converge... Bref, on peut
extraire des suites de racines des sous-suites convergentes a valeurs dans C \  mais qui
convergent vers des complexes de ) qui est ouvert. C’est absurde. Conclusion : V est ouvert.

O

Exercice 10.12. Soit Q € R[X]. Montrer qu’il existe une norme pour laquelle (X™),,cn converge
vers Q.

Solution. Posons

P,=2"X"-Q)

Il suffit donc de construire une norme ||.|| pour laquelle |P,|| = 1. La suite est échelonnée en
degré a partir du rang degQ + 1. Pour 0 < n < degQ on la modifie en X™. Alors (P,,) est une
base de R[X]. Si T = A; + ... + APy on pose

IT] = max [A;]
1<i<k

qui est bien une norme sur R[X] telle que ||P,|| = 1 pour tout n et

n J—
X" —ql — o
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Exercice 10.13. Soient d € N et (P,,) une suite de polynémes de R,[X]. Montrer

(P,,) converge dans Ry[X] < Vx € R, (P, (z)) converge
<= J 0, ..., x4 € R distincts, (P, (z;)) converge

Exercice 10.14. Si d € N, montrer que I’ensemble des polynémes de degré d fixé est un ouvert
de R[X].

Solution. En effet,

RX] — R
P P — P(U;)!(O)

est continue car polynomiale en les coefficients des polynémes, et ’ensemble des polyndmes de
degré d fixé est ~L1(R*). O
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Chapitre 11

Convexité

‘Exercice 11.1. Soit E un R-ev. Montrer que toute intersection de convexes de E est convexe.

Solution. Soit C une famille de convexes. Il est franchement évident que () C est convexe. [
CcecC

Exercice 11.2. Soit E un R-ev et A C E. Montrer que si A est convexe, alors

1. A est convexe;

o
2. A est convexe;

3. si 117& g, A C K En déduireK:X.

Solution. 1. Soient z et y dans A. On se donne (x,) et (y,) deux suites d’éléments de A
convergeant respectivement vers z et y. Par continuité des opérations, il est clair que si
A€ [0,1], (1 — Nay, + Ay, tend vers (1 — X)z + Ay, qui est donc bien dans A.

2. Soient = et y dans A. Soit r tel que B(a,r) et B(b, ) soient dans A. Soit A € [0,1]. Du fait
de la convexité de A, z = (1 — \)z + Ay est dans A. Reste a prouver que A contient B(z,r),
ce qui prouvera z € oversetoA. On se donne donc a € B(z,7). Il se trouve qu’un dessin
aide bien et permet de voir que o = z + (a — 2) est dans B(z,7) et que =y + (a — z) est
dans B(y,r). On a a = (1 — A)a+ A\S qui est donc bien dans A par convexité.

3. Soit a € A et b € oversetoA. Soit r > 0 tel que B(b,7) C A. On regarde le cone de sommet

a formé par cette boule et on construit une suite de oversetoA qui converge vers a.
O

Exercice 11.3. Soit (E,N) un e.v.n de dimension finie et C un convexe de E.
Montrer que si C est dense dans E alors C = E.
Proposer un contre-exemple en dimension infinie.

Solution. On raisonne par récurrence sur la dimension de E, notée d.

Sid =1, c’est évident. Soit d > 1 tel que pour tout e.v.n de dimension finie égale a d, toute
partie convexe et dense de cet espace est I’espace tout entier. Soit (E,N) un e.v.n de dimension
d+ 1 et C une partie convexe dense de E.
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Soit H un hyperplan de E et a € E\ H unitaire. CNH est une intersection de deux convexes;
c’est un convexe de H. Montrons que C N H est dense dans H. Soit r > 0. Par densité de C dans
E

)

B(h+ra,r)NC#@ e B(h—ra,r)NC#a.
On se donne b € B(h+ra,r)NC# @ et c € B(h—ra,r)NC # &. On a

[b,c] C B(h,2r) et [b,cJNH#®a.

En effet,

est continue (projection) et
be fH(0,400]) et ce (- 00,0

or le théoréme des valeurs intermédiaires impose que f s’annule sur [b, ¢|. Soit d € [b, ] tel que
f(d) =0. Alors d € H.
On a donc montré
Vr>0, CNB(h,r)#2

ce qui traduit C N H dense dans H. En appliquant I’hypothese de récurrence & H, on obtient
CNH=H.
Soit x € E\ H.
r=_h + t a
—~
€H €R
or
[+ a,2]NC £

il existe ¢ € C tel que
x € [h,c] CC

donc z € C et finalement C = E. La récurrence se propage. O

Exercice 11.4. Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé. Montrer que tout convexe fermé non
vide et différent de E est I'intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent.




Chapitre 12

Continuité

Exercice 12.1. Soit f: R — R continue telle que
V(z,y) € R* It €]0, 1[ f((1 =)z +ty) < (1 =) f(z) + [ (y)-

1. Montrer que f est convexe.

2. Qu’en est-il si 'on omet 'hypothése de continuité ?

Solution. 1. Raisonnons par I’absurde et supposons que f n’est pas convexe. On dispose donc
de (z0,y0) € R? et de ty € [0, 1] tels que

f((1 —=to)zo +tyo) > (1 —to) f (o) + tof(vo)-

On a par conséquent g # yo et to €]0,1[. Soit a : R — R affine telle que a(zg) = f(zq) et
a(yo) = f(yo). Considérons g = f — a. g vérifie aussi les conditions de I’énoncé, et

g((1 = to)zo + toyo) > (1 — to)g(wo) + tog(yo) = 0.

On pose ¢ = (1 — tg)xo + toyo. L'idée est de restreindre ’étude de g & un segment sur
lequel elle est strictement positive sauf en les bornes, ou elle est nulle, ce qui fournira une
contradiction avec I’hypothese de départ.

L’ensemble
A={zeR, z<cet g(xr) =0} ={z €eR, g(z) =0}N] — o0, (]

est un fermé non vide et majoré de R. Il admet donc une borne supérieure que ’on note
a. Ainsi a < ¢, g(a) = 0 et Vz €]a, [, g(x) > 0 par continuité de g. De la méme fagon on
construit b > ¢ tel que g(b) = 0 et Vx €]c, b, g(x) > 0.

Or par hypothese il existe ¢ €]0, 1] tel que g((1 —t)a + tb) < (1 —t)g(a) + tg(b) = 0. Cest
absurde. Conclusion : f est convexe.

2. L’indicatrice de Q vérifie la propriété mais n’est pas convexe puisque non continue.
O

Exercice 12.2. Montrer qu'un morphisme de groupes additifs entre deux R-ev est Q-linéaire.
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Exercice 12.3. On munit C°([0,1],R) de la norme || || . Soit ¢ : R — R continue. Montrer que

®:C([0,1,R) — C°([0,1],R)
I = pof

est continue.

Solution. Soit f € C°([0,1],R). On utilise le critére séquentielle de continuité. Soit (f,) €
C([0,1],R)N telle que f,, — f au sens de || ||oo, c’est-a-dire que || f, — fle — 0.

Soit € > 0. Soit n > 0 tel que |z —y| <n = |p(z) — p(y)| <e.

Soit maintenant N € N tel que Vn > N, ||fn — flloo < 7

Soit & € [0,1]. On a alors : Vn > N, |po f,(x) —¢o f(z)| < e. Par passage au sup, on obtient
que |[¢o frn — @ o f|leo <e. Conclusion : ® est continue. O

Exercice 12.4 (Théoréme d’homéomorphisme). Soient I et J intervalles de Ret f: 1 — J. On
suppose f bijective et continue. Montrer que f est un homéomorphisme.

Exercice 12.5. Soit f : (R, +) — (R, +) un morphisme de groupes additifs. Etablir I'’équivalence
des trois conditions suivantes :

(i) 3aeR, VzeR, f(z)=ax;
(ii) f est continue;

(iii) il existe un intervalle non trivial de R dont 'image est bornée.

Exercice 12.6. Déterminer les injections continues f : R — R telles que :

VeeR f(2x— f(x)==

Solution. Remarquons tout d’abord que f est surjective. Elle est donc bijective et
fl=2d—f

De 1a, en composant a droite par f,

f2+id=2f
Toute suite définie par

Upt1 = f(un)

et ug € R s’écrit (¢f équation caractéristique associée) :
Uy = a+npf

De la,
flx)=2z+p VzeR

et finalement ’ensemble de fonctions cherché est

‘{xb—>x+a\a6R}‘

Exercice 12.7. Que dire de f: R — R telle que f(R\ Q) C Q?
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Solution.
fR)=fR\QUf@Q C QU Q)
——

dénombrable

Si f n’est pas constante, f(R) est un intervalle non dénombrable : impossible ! Donc‘ f est constante.

O

Exercice 12.8 (Théoréme de prolongement de Tietze). Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé
et A un fermé de E. Toute application continue et bornée de A dans R peut se prolonger en une
application continue et bornée de E dans R, ayant les mémes bornes inférieure et supérieure.

Solution. Soit f : (E,||.]]) = A continue et bornée. On peut se ramener par des transformations
affines a sup f = 2 et inf f = 1. On considére 'application g coincidant avec f sur A et définie
pour tout x € E\ A par

o) = Zo gy nt f(@) e —al

Soitz€ Aetz € E\A. 0<d(z,A) < |z —al et donc

f@lz—all _ fla)]z—all _

> = fla) 2 1.
d(z, A) | — al
De plus comme f(a) <2, en passant a U'inf
Nl —a
< 2inf =2
9(n) < 25

Ainsi g a les mémes bornes que f.
Montrons que g est continue. Soient z,y € E\ A et a € A.

F(@)llz - all € f@)llz — yll + £(@)lly - all < 2a -yl + F@)lly —al
Par passage a l'inf et par symétrie des roles de x et y, on en déduit que
re€E\Aw— inf\f(a)”x —al
(1S

est 2-lipschitzienne. La distance a A est 1-lipschitzienne et les opérations sont continues. Ainsi g

est continue sur E \ A. De méme, g est continue sur A. Il reste & montrer que g est continue en
xo € OA.
Soient € > 0 et 7 > 0 tel que

Vo € Bo(zo,7) NA  |g(z) — g(z0)| < €. (12.1)

Soit @ € B, (29, £) N (E\ A). Ainsi

d(a,A) < |lzo —al| < J
et sia € A\ By(zo,n) alors
2n
o —al = 2
et donc
le—all o oo s
f(a) >2f(a) 22 > f(z)

d(z,A)
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d’ou on conclut
o T@lz=al
a€ANB,(z0,m) d(l‘, A)

Soit a € AN By(z0,n) et z € (E\ A) N B, (z0, 2).

n
o — ol < 3 = g(x) =

f(zo) —e < fla) < f(wo) +7

[ — af [z — al

(F@0) =9 gy <@ oy < V@) +9 g1y

et par passage a 'inf & gauche et a droite,

g(zo) —e < g(x) < g(xo) + ¢

ce qui acheve la démonstration.

Exercice 12.9. Soit f : R™ — R continue et |.|| une norme sur R"™. Montrer que

Ry — Ry
Fivo = suwp [f(2)]

lzll<r

est continue.

Solution. Soit 7o < 0. F est croissante sur R, donc admet une limite & gauche et a droite en rg
et on a
limF < F(rp) < limF
Ty 7‘?{
Montrons que F est continue & gauche en ro. By(0,79) est compact donc on dispose de
zo € B¢(0,79) tel que || f(zo)|| = F(ro).
— Si ||zo|| < ro alors F est constante sur [||zo||, 70] et la continuité a gauche est évidente;
— Si ||zo|| = ro alors si € > 0 par continuité de f on dispose de n > 0 tel que

|z — ol <n = [f(z)| = F(r)—e
et donc

ro—n<r<ro=F(r)>F(ro) —¢
ce qui prouve la continuité a gauche.

Montrons que F est continue & droite en 9. Pour p € N* on dispose de x,, € By (0, ro + %)

tel que || f(zp)|| =F (7"0 + %) On extrait & l'aide de ¢ une sous-suite de (x,) convergeant vers

y. Par continuité de la norme, ||y|| < ro et par continuité de f, liIJIrl f(@ym)) = f(y). Par
n—-+4oo
conséquent
1
F(ro) > ||f(y)]| = lim F (7‘0 + p) = lir+nF > F(ro)

n—-+oo rd

ce qui fournit la continuité & droite de F en rg. O




Chapitre 13

Compacité

Exercice 13.1. Soit (E,d) un espace métrique. Soit u € EN une suite dont on note A(u)
I’ensemble des valeurs d’adhérence. Montrer que

Alu) = ﬂ {up, p > n}. (13.1)
neN

Dans le cas d’un espace vectoriel normé de dimension fini et d’une suite bornée, en déduire que
A(u) est compact.

Solution. Voici une démonstration possible en raisonnant par équivalence.

Soit A € E.

AeAu) <= Ve>0 YNeN In>N d(u, ) <e
<—VNeN Ve>0 In>N d(up, ) <e
<<= VNeN VYVeV) {u,|p>NinV#£g
= VNeN Me{u, |[p>N}

= e m{up|p2n}
neN

Exercice 13.2 (Borel-Lebesgue). Soit (X, d) un espace métrique.

On appelle recouvrement ouvert de (X, d) toute famille (;);e1 d’ouverts de X telle que | JQ; = X.
i€l

On dit que (X, d) vérifie la propriété de Borel-Lebesgue si et seulement si de tout recouvrement

ouvert de (X, d) on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Montrer qu’un espace métrique est compact si et seulement si il vérifie la propriété de Borel-

Lebesgue.

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Supposons (X,d) compact. Soit r > 0. On suppose par
I’absurde que

YneN* Vri,..,z, €K UBO(sci,r) cX

=1
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On dispose donc de (zp)pen € KN telle que
P P
Vp € N* UBO(.TZ',T) CX et zp41 & UBO(xi,r)
i=1 i=1
On peut extraire de (z,) une sous-suite convergente, comme K est compact. Or ¢’est contradic-
toire avec le fait que : p # ¢ = d(xp,z,) > r. Ainsi :
n
IneN* Jay,.,z, €K K=|JBo(wir) (13.2)
i=1

Soit (€2;);e1 un recouvrement ouvert de (X, d).
Ir>0 VeeX Fiel Bylz,r)CO (13.3)

En effet, si I’on suppose par I’absurde cette proposition fausse, on dispose pour n € N de z,, € X
tel que
Viel Bo(rn,27") ¢ Q;

et on peut supposer quitte & extraire que la suite (x,,) converge vers w € X. Soit ig € I tel que
w € Q;, et R >0 tel que By(w,R) C Q;,. Pour n assez grand,

Tn € Bo(w,27") C
ce qui contredit I’hypothese de départ.

Soient p € N* et z1, ..., x, vérifiant (13.2) et r > 0 vérifiant (13.3)). Pour ¢ € [1,p] on dispose
de j; €I tel que B(z;,r) C Q;,. Ainsi

CONDITION SUFFISANTE. Supposons maintenant que (X,d), espace métrique quelconque,
vérifie la propriété de Borel-Lebesgue. Soit v € X", Pour n € N on note

Vo = {tuntp, p €N} et Q, =X\V,

et 'ensemble des valeurs d’adhérence de u

On suppose par 'absurde que A(u) = @. Alors

UQn: U(X\W):X\ HW:X

neN neN neN

et donc il existe Ny < ... <N, tels que

or {Ix, C ... C {ly, donc VN, = @ ce qui est absurde. O
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Exercice 13.3. Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soient K et L deux compacts de E.
Montrer que

SK.L)= |J o]

(a,b)eKxL

est compact.

Solution. On a par définition
SK,L)={(1—t)a+1tb, t €[0,1], a € K, be L}

ce qui signifie que S(K,L) est I'image du compact [0,1] x K x L par lapplication continue
®:(t,a,b) — (1 —t)a+tb. Ainsi S(K,L) est compact. O

Exercice 13.4. Soit (E, ) un espace normé, K une partie compacte de E et a € E\ K. On note
D Tensemble des droites affines passant par a et rencontrant K.

Montrer que |J D est un fermé de E. La conclusion subsiste-t-elle si ’on remplace «K compacte»
DED
par «K fermée» 7

Solution.

c=p=J{k-a)+alreR}

DeD kel

Soit ¢ € CN convergeant vers [ € E.
cn =a+ A\ (kn —a)

avec A\, € R et k, € K. Quitte & extraire, on suppose que (k,) converge dans K. Les suites
(llen — al]) et (||kn — a||) convergent. Comme a € E\ A, k,, # a pour tout n € N.

llen — al le — all

A, | = -
Aol = =l w7 =]

Par conséquent (\,) est bornée et quitte a extraire & nouveau on suppose que cette suite converge
vers A € R. Par continuité des opérations,

ecn=a+(kp—a) — a+AXk—a)eC

n—-+oo

Ainsi [C est fermé.

Ce n’est plus vrai si K est seulement fermé :
K={(z,y) | eyl > 1, y > 0}

est fermé, et
C=(R?*\ ({0} x RUR x {0})) U {(0,0)}

vérifie C # R? et C = R2. O

Exercice 13.5. On se place dans (K, d) un espace métrique compact. Soit (F,),en une suite
décroissante de parties fermées non vides de K. Montrer que

(Fn #2.

neN
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Solution. Soit (2, )nen une suite de K telle que Vn € N, z,, € F,,. Soit A une valeur d’adhérence de
cette suite, et ¢ une extractrice telle que (x,(,)) converge vers A\. Montrons que ¥p € N, X € F,,.
Soit pe N.Vn €N, p(n+p) >n+p>pdoncV¥n €N, 2,445 €Fp. Or A= lim 40540

n—-+o0o

F, étant fermé, A € F,,. O

Exercice 13.6. Soient (E,d) et (F, ) deux espaces métriques et f : E — F. On dit que f est
localement lipschitzienne ssi :

VweE, 3IVeVw), IpecRy, fiv est p-lipschitzienne

Montrer que si (E, d) est compact et f localement lipschitzienne, f est lipschitzienne.

Solution. Supposons par ’absurde que f n’est pas lipschitzienne.
VYR >0, 3(z,y) €E* 6(f(2), f(y)) > Rd(z,y).

Pour tout n € N*, on dispose de (7, y,) € E? tel que 0(f(xn), f(yn)) > nd(zn, yn). On extrait
de (zy) une sous-suite convergente dont on note A € E la limite, a I'aide de ¢ extractrice. De
méme on extrait de (y,(,)) une sous-suite convergente, dont on note yx la limite, a I'aide de 1
extractrice. On pose u, = Zpoy(n) €6 Un = Ypoy(n) POUr tout n > 1.

f est localement lipschitzienne, donc f est continue. Donc

flun) = f(A) et f(on) = f().

Puisque
6(f (un), f(vn))

d TL?’I’LS
(tnyv0) -

pour tout n > 1,
6(f(un), f(vn)) = 0(F(N), f (1))
donc d(uy,vy) — 0; or d(up,vy) — d(A, 1) donc A = p.
Soient V € V(A) et p > 0 tel que fjy est p-lipschitzienne. Soit N € N, N > p et
n>N= (u,,v,) € V2
Soit n > N.
nd(un, vn) < 6(f(un),vn)) < pd(tn,vn)
Absurde.

‘ f localement lipschitzienne = f lipschitzienne ‘

O

oo
Exercice 13.7. On se place dans {1 (N) muni de [Ju|; = Z |un|. Montrer que B#(0, 1) n’est pas

n=0
compacte.

Solution. Pour p € N, on considére la suite u? = (0, p)nen. Pour tout p € N, u? € B£(0,1). Par
ailleurs, p # ¢ = ||u? — u9|| = 2. On ne peut donc extraire de sous-suite convergente de (u?)p>o,
du fait de I'inégalité triangulaire. O

Exercice 13.8. Soit (K,d) un compact métrique, et (L,d) un métrique quelconque. Montrer
que toute bijection continue de K dans L est un homéomorphisme.
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Solution. Soit U un fermé de K. U est compact. (f~1)~*(U) = f(U) compact donc fermé. Ainsi
f~1 est continue. O

‘Exercice 13.9. Montrer que O, (R) est un compact de M, (R).

Solution. L’application ¢ : M + M'M est polynomiale donc continue. Or O, (R) = ¢t~1(I,,) donc
O, (R est fermé.
Pour tout 1 <4 < mn,

1= Ap("A =) A
k=1

Donc |A;x| < 1 pour tout 1 <4,k <n et donc O, (R est borné. On est en dimension finie, donc

‘On(R) est compact. ‘ O
Exercice 13.10. Soit E un e.v.n de dimension finie et A un compact non trivial de E.

1. Montrer qu’il existe une boule de rayon minimal contenant A.

2. On suppose dans la suite E euclidien. Montrer que cette boule est unique.

3. Soit (G, o) le groupe des isométries affines de E et I' = {f € G | f(A) = A}. Vérifier que T

est un sous-groupe de (G, o).
4. Etablir lexistence de w € E tel que :
VieTl, flw) =w.

5. Montrer que I' est isomorphe & un sous-groupe de (O(E), o).

Solution. 1. Considérons

2.

L={ReR} |3JweE, ACB(w,R)}

Il s’agit de prouver que L admet un minimum. Comme A est borné, L # &. On se donne
w e Eet R > 0 tels que A C B(w,R). Posons r = inf L. Montrons que r € L. Soit (p,) € LY
telle que p, — r. Pour n € N, on se donne w,, € E tel que A C B(wy, pn). Soit a € A.

wnll < llwn — all + [lall
< pn + llall
<pn+R

donc (wy,) est bornée. Quitte & extraire, on la suppose convergente et on note w’ sa limite.
De 1a, pour a € A,

[weny —all < ppen)
|w—al <7

Ainsi A C B(w,r). Comme A n’est pas trivial, on a bien 7 > 0 et € L.
Soient wy,ws tels que A C B(wy,7) et A C B(wg, 7). On pose

_UJ1+L«)2
2
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et on se donne a € A.

2
a — Wi a — W2

— 2:
lla—c| 5 5
1 ) , ,
_1(2”“*“’1” +2[la — wal* — [lwz — w1 [|*)
2
o2 lwe—wif®
" 1

donc

AcB(C - sz—mHz)
’ 4

ce qui impose par minimalité de r ’égalité w; = ws.
3. Simple vérification.

4. Soit B(w,) la boule de rayon minimal contenant A. Soit f € T.

A= f(A) C f(Bw,r)) =B(f(w),r)

donc f(w) = w.
5. L’application
((E
oG o

f —

est un morphisme de groupe. Son noyau est les translations. ®(I') C O(E) et ker ®NI' = {id}
donc @ injective.

" isomorphe & un sous-groupe de (O(E), o) ‘

Exercice 13.11 (Ensemble de Cantor).

C={Z§Z|<an>e{o,z}N*}

n=1
1. Montrer que C est compact, qu’il ne contient aucun intervalle non réduit a un point et qu’il
est sans point isolé.

2. Construire une surjection continue de C sur [0, 1]. Remarque. Ceci reste vrai en remplacant
[0,1] par n’importe quel compact métrique non vide.

Exercice 13.12. Soit U= {2z € C||z| =1} et f: U — U injective et continue.
Montrer que f est un homéomorphisme de U sur lui-méme.




71

Exercice 13.13 (Dilatation d’un compact). Soit (K, d) un espace métrique compact.

1. Soit f: K — K conservant les distances :

V(z,y) € K2 d(f(z), f(y) = d(z,y).

Montrer que f est un homéomorphisme de K sur lui-méme.

2. Soit g : K — K tel que :

V(z,y) € K2 d(g(x),g(y)) > d(z,y).

Montrer que g est encore un homéomorphisme de K sur lui-méme.

Solution. 1. On remarque que f est injective et continue. Montrons qu’elle est surjective. Soit
x € K. La suite (f™(x))nen possede une valeur d’adhérence . Soit j extractrice telle que

@) — A

n—+oo

Pour tout n € N,
d(fj(n+1)—j(n) (z),2) = d(fj(n-‘rl)(x)’fj(n)(x)) — A\

n—-+oo

Quitte & extraire, on suppose que j(n + 1) — j(n) Nl . La suite (f3(nD=30)(2)),

converge. Conclusion : z € f(K) = f(K). f est surjective, donc bijective, et comme elle
conserve les distances, c¢’est un homéomorphisme.
2. On remarque que g est injective. La démonstration précédente appliquée a g fournit

K C g(K).

Soit (w,y) € K2 La suite (d(g*(z),g"(y)))ren est croissante et bornée dans R, donc
converge vers une limite L € R..

On extrait, grace & ¥ : N — N extractice, une sous-suite convergente de ((g*(z), ¢* (v)))ren
dont on note (a,b) € K? la limite. Par passage a la limite,

L =d(a,b).
Quitte & extraire a nouveau, on suppose que
U(k+1)— (k) — +oo.

k—+oo

d(g\lf(kJrl)f\Il(k)(x)’x) — 5 0
d(g" D0 () ) — 0

donc finalement

d(a,y) = lim (g0 @), g DR )~ lim d(g"(x), g (y)) = L

k——+o00

ce qui fournit
d(g(x), 9(y)) < d(z,y).
Ainsi g conserve les distances : on s’est ramené au cas précédent.

‘ g est un homéomorphisme ‘
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Chapitre 14

Connexité

Exercice 14.1. Montrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite (uy )nen d’un espace
métrique compact (E,d) vérifiant lim d(u,,, un+1) = 0 est connexe.

Exercice 14.2. Soit (E,N) un espace vectoriel normé de dimension finie et u € EN telle que
(i) u est bornée

(i) Upt1 — Un njw 0

Montrer que A(u) est connexe.

Solution. Supposons par labsurde que A(u) n’est pas connexe. Soient K et L deux ouverts
disjoints non vides de E recouvrant A(u). Ce sont des fermés de A(u), bornés donc compacts.
Posons

r =min{N(z —y), (z,y) € K x L} #0.
Soit N1 € N tel que

n<N; = N(un+1 — un) < g
Considérons ., .
L = {x € E, d(z,L) < g} ot K' = {x € E, d(z,K) < g}
ainsi que

A={neNu, €K'} et B={neNu, L'}

A et B sont infinis et on a évidemment A N B = &. De méme,
C={neN, neAetn+1¢A}

est infini. Soit ¢ : N — C strictement croissante. A I'aide de ¢ on extrait de (Uyp(n)+1) une suite
convergeant vers A € KU L. Par construction,

Vn €N d(ugoymn)+1,K) >

w3

et donc en passant & la limite on obtient que d(A,K) > £. On a également

r
3

.
d(tpopn)+1,L) = —N(Ugopn)+1 = tpopn) + d(Ugop(n), L) 2 d(ugopn), L) = 3
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Soit z € L tel que

et y tel que

Commel]

d(z,K) < N(z

on obtient

et

donc en passant a la limite

— Upop(n)) + N(Ugoy(n) —

CHAPITRE 14.

d(ugaow(n)a L) = N(ucpm/;(n) - :17)

d(z,K) = N(z — y).

r
y) < d(ugooqp(n)a L) + g

et donc A ¢ L ce qui est absurde. Conclusion : ‘A(u) est connexe |

CONNEXITE

O

Exercice 14.3. Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie et C un compact de E.
Montrer que E \ C est connexe par arcs.

Solution. Soit R > 0 tel que

K C B(O,R).

E \ B(0,R) est connexe par arcs : on peut au choix soit considérer

soit se placer dans un plan.

(1—t)x+ty

b—
11 = t)z + ty||

Soit z € (E\ K) N B(0,R). Soit R’ > 0 tel que

Supposons que

VueE,

Alors

[ K —
f y —x+ R4

B(0,R) € B(z,R)

lu =1, {z+Ru}nK#2.

S(z,R)

lz—yll

est surjective et continue. Donc f(K) = S(z,R) est compact, ce qui est absurde en dimension
finie !E| On peut donc bien sortir en ligne droite...

Autre preuve : les composantes connexes de E \ K sont des ouverts, du fait de la convexité
des boules. On note W la composante connexe par arcs non bornée de E \ K et on suppose que
W # E\ K. Soit a € (E\K)\ W et Ulac.cp.ade E\ K qui contient a. U est un ouvert, on

dispose donc de r > 0 tel que

B(a,r) C U.

1. Faire un dessin aide beaucoup dans ce genre de situation.

2. O Saint Riesz, priez pour nous...




(0]

On retombe alors sur la méme idée : 'application

o K — S(a,r)
) T o
Ml
est continue et surjective, on abouti a une autre absurdité en dimension infinie. O

Exercice 14.4. Montrer que
SL,(R) ={M € M, (R) detM =1}

est connexe par arcs.

Solution. On munit SL,(R) de la topologie induite de M, (R).
Soit M € SL,,(R). Construisons un chemin de M & I,,. Pour 1 < k,l < n considérons
E* = (6i1050) (i, j)e1,n]2

L’ensemble
G={L, + \E", Ne R,k #1}

est un systéme générateur de (S£, (R), x). Ecrivons
M=G; X ... x Gg

ol
Vi e II]-v S]] Gz = In + )\,LEk‘l‘ e g

et sit € [0, 1] posons
G;(t) = I, + tAEFH.

Par continuité des opérations,

[ 0,1] — SLu(R)
7'{ t o Gi(t) X ... x Gy(t)

est un chemin de M a I,,. Ainsi S£,,(R) est connexe par arcs. O

‘Exercice 14.5. Montrer que les connexes de R sont les intervalles de R.

Solution. Si C est une partie non vide de R qui n’est pas un intervalle, on dispose de (a,b) € C?
et z € C\R tels que a < ¢ < b et donc C C] — oo, z[U]z, +00[ qui n’est pas connexe.

Soit I un intervalle de R. Si Montrons que I est connexe. Si I est un singleton, c’est évident.
Supposons donc que I =]a, b[ Soit f : T — {0, 1} continue et supposons qu’elle n’est pas constante.
On dispose de z,y € I vérifiant par exemple a < x < y < b, f(a) =0 et f(b) = 1. Considérons
la borne supérieur de {z > a, Vt € [a, z] f(t)}. Par continuité de f, on peut trouver un élément
de cet ensemble plus grand que sa borne sup, c’est absurde.

Tout intervalle de R est compris entre un intervalle et son adhérence. Donc tout intervalle de
R est connexe. 0

Exercice 14.6 (Matrices a diagonale dominante). Soit A € M,,(R) a diagonale dominante-ligne
c’est-a-dire que
Viel,n] [Aul > Ayl
J#i
1. Montrer que A est inversible.

2. Montrer que le det A a le signe de Aj;...A,,.
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Solution. 1. Montrons que A est inversible. Raisonnons par l’absurde et supposons que A
n’est pas inversible. Soit X € M,,1(R) non nul tel que AX = 0.

j=1

Soit ig tel que |X;,| = [IX]|oo-
AioiOXio = - Z AZOJX]
Jj#io
donc
AigioXiol < D TAioi X1 <) Ao XK | < [Adgin| X

J#io0 J#%0

ce qui est absurde. Donc A est inversible.
2. Montrons que le det A a le signe de Ayq...A,,. Construisons un chemin de A a

All 0 . 0
0 .
0
Pour ¢ € [0,1] on pose
A11 tAlg ce tAln
A, = | P ' '
T . tAnfln
tAn 1 o tAn n—1 Ann

qui vérifie les mémes propriétés que A, avec det A; € R*. L’application

01 - R
v t o detA,

est continue, car polynomiale. Ne s’annulant pas, d’apres le théoreme des valeurs intermé-

diaires, ©(0) et ¢(1) ont le méme signe, ce qui achéve la démonstration.
O

Exercice 14.7. Montrer que

GlH(R) ={M e M, det M > 0}

est connexe par arcs.

Solution. Soit A € G4} (R). L’application

0,1 — G4H(R)
00

0: t — AXx 0 1




7

est un chemin d’un élément de S£,,(R) & A. O

Exercice 14.8. Soit (E,d) un espace métrique et (K, )nen une suite décroissante de compacts
connexes non vides.

Montrer que () K,, est un compact connexe non vide.
neN

Solution. Montrons le résultat par contraposée. Supposons donc que (K, )nen une suite décrois-

sante de compacts non vides et que S = (] K,, n’est pas connexe. Montrons alors qu’il existe
neN
n € N tel que K,, n’est pas connexe.

Le théoréeme 77 assure que S # &. Soient F et G des fermés disjoints non vides de S et
recouvrant S. Considérons

r=min{N(y - @), (z,y) € F x F} #0

Soient
U={reKo d@.F) < £} et V= {o ek dx,G) < £}

qui sont des ouverts disjoints de Ky. Montrons qu’il existe n € N tel que
K, cUUV.

Pour n € N, posons
L,=K,Nn(Ky\ (UUV))

qui est un fermé de Ko, lui-méme compact, donc L, est compact. La suite (L,,) est décroissante
pour l'inclusion et d’intersection

Donc il existe n € N tel que L,, = @ (on utilise une nouvelle fois le théoreme ?? du chapitre 4).
Ainsi on dispose de n € N tel que K,, C UU V. K,, n’est pas connexe car S = FU G avec F
et G non vides et par exemple

F=SNFcK,NnFcCcK,nU

donc K,, N U # @ et par symétrie K, NV # . O

Exercice 14.9. Existe-t-il f : R2 — R bijective et continue ? ‘

Solution. Si f est continue et bijective de R? dans R, alors f(R?\ {(0,0)}) est 'image continue
d’un connexe (par arcs), dont est connexe (par arcs). Or f(R?\{(0,0)}) =]—o0, f£((0,0))[U] £((0,0)), +o0]
qui n’est pas connexe. Absurde. O

Exercice 14.10. Pourquoi O,,(R) n’est-il pas connexe par arcs? Quelles sont ses composantes
connexes par arcs ?
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Chapitre 15

Suites de fonctions

Exercice 15.1. Soit (f,,) une suite de fonctions de [0, 1] vers R. On suppose que chaque fonction

fn est croissante et que (f,) converge simplement vers une fonction ! continue. Montrer que la
convergence est uniforme.

Exercice 15.2 (Théoréme de Dini). On considére (K, d) un compact métrique. Soit (f,) une
suite décroissante de fonctions continues de K dans R qui converge simplement vers 0. Montrer
que la convergence est uniforme.

Solution. Puisque (f,) décroit, la suite (||fn]lco) est également décroissante, et minorée par 0.
Donc (|| fulloo) posséde une limite [ > 0.

fn est continue et positive, donc f,, atteint son maximum sur K compact. On choisit z,, € K
tel que fr(zn) = || fnlloo-
Sil<p<n,

fo(®n) > fu(zn) 21
donc si p € N* est fixé,

Vn € N fp(xn+p) > l

On extrait de (71, )nen une sous-suite convergente : T, j(n) — w € K. Alors

fp(w): f (xp+j(n)) >1>0

’I’L*}OOP

or fp(w) . 0, donc par encadrement | = 0. Finalement (|| f,||cc) tend vers 0, c’est le résultat
p——+00

attendu.

Une autre preuve consiste a considérer, pour ¢ > 0 fixé, la suite décroissante de compacts
(K,,) définie par
Kp ={z € K| fu(z) 2 €}

Cette suite décroissante de compacts est d’intersection vide, donc il existe ng tel que K,

=g
pour n > ng, ce qui fournit le résultat. O
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Exercice 15.3 (Théoréme de dérivation). Soient I un intervalle non trivial de R et (E, ||.||) un
e.v.n de dimension finie.
Soit (f,) une suite de fonctions de classe C'. On suppose de plus :

— Ja €1, (fn(a)) converge

— (f}) converge uniformément sur toute partie bornée de I vers une fonction ¢ : I = E
Montrer que

— (fn) converge uniformément vers une fonction f : I — E sur toute partie bornée de I

— festClet f'=0

Solution. Soit x € I. (f}) converge uniformément vers ¢ sur [a, z], donc
xT x
!
—
/a e /a ¢

) = [ fiepala) [ e+ling)

=l

Par conséquent,

On définit donc a bon droit
I - E

I S l+/zgo(t)dt

de telle sorte que (f,) converge simplement vers f. Par ailleurs, f' = ¢. Reste & prouver que la
convergence est uniforme sur toute partie bornée de I. Il suffit pour cela de prouver qu’elle 'est
sur tout segment de I contenant a.

Soit J un segment de I, dont on note  la longueur. Soit € > 0. Soit N € N tel que

VvneN n>N=Vrel|fn()—e@)|<

Soit N’ € N tel que
VneN n>N=|fu(a) = fla)|| <e

Pour n > max(N,N) et z € J,

Fule) = F@) < [1fala) — F@)] + 1 Fa(a) — Fale) — (F@) — F(@)]
/; fa —/;90
<et ][I0 - w0l
<[

ce qui acheve la démonstration. O

<e+

< 2e

Remarque 15.3.1. On peut remplacer I’hypothese de continuité de la dérivée par 'hypothese
plus faible de dérivabilité. La démonstration du résultat passe alors par 'utilisation de suites de
Cauchy appuyée par 'inégalité des accroissements finis.
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Exercice 15.4 (Théoréme de la double limite). Soient (X, d) un espace métrique, €2 une partie
de X et we Q\Q.

Soient (E, || ||) un espace vectoriel normé de dimension finie / complet et (f,) une suite de
fonctions de 2 dans E. On suppose que :

(i) chaque f, posséde une limite en w;
(i) fa Y%7 sur Q.

Montrer que [ posséde une limite en w et que

lim I(z) = ml(lmlﬁwv

QAd3r—w n—+oco \ Q3zx—w

lim f,(z). Montrons que (u,) est de Cauchy.
Qor—w

Soient € > 0 et N € N tel que

Solution. On pose u,, =

VneN,VzeQ, n>N=|f.(z)—l(z)] <

N ™

Soient p,q > N.
lup—uqll = [[undersetQ 3 x — wlim f,(z)—undersetQ > x — wlimf,(z)|| = undersetQ > x — wlim|| f,(z)—fy(2)]| < e

donc (uy,) est de Cauchy, donc converge par hypothese.

Reste a prouver que ! posseéde une limite en w et que c’est précisément la limite de (u,,) que
I’on note L.

Soient € et N € N tel que

VneN, Ve eQ, n>N=|f.(z)—I(z)| <

Wl ™

VneN n>N=|u, —L| <

Wl M

Soit 7 tel que
Vo e Bw,n)NQ, |[fu(z)—ux| <

W ™

Soit x € B(w,n) N Q.

Ha) =Ll < [[f(2) = In(@)]l + [l fn(@) — un|| + [Juxn — L]
< 3e

et donc I(z) tend vers L lorsque x tend vers w. Le théoréme est prouvé. O

Exercice 15.5. On considere (K,d) un compact métrique. Soit (f,) une suite de fonctions
continues de K dans R et f: K — R.

Montrer que (f,) converge uniformément vers f si et seulement si pour toute suite u & valeurs
dans K et convergente, f,(u,) — f(limu).

Exercice 15.6 (Théoréeme de sélection de Helly). Soit (f,) une suite de fonctions de R dans R.
On suppose que chaque (f,,) croit et que pour chaque x € R la suite (f,,(x)) est bornée.
Montrer que l'on peut extraire de (f,,) une suite qui converge simplement.
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Preuve a rédiger... ! La fonction pour passer de Q a R est, sil est la limite simple sur Q,
R — R
L:9 2 —  sup l(y)
Q3y<z

qui est bien définie et croissante. On montre aisément que la suite extraire converge simplement
vers L en tout point de continuité de L.

Exercice 15.7 (Polynomes de Bernstein). 1. Soient x un réel et n un entier naturel. Montrer

i <Z)xk(1 )k =1

D

k=0

2. Soient z € [0,1] et § > 0. On pose

Ao = (e Dol |2 o

Montrer

2 <Z> (1) < 47352

ke, (x)

3. Soit f:]0,1] — R continue. On pose

B.(z) = Z

k=0

f (ii) <Z> (1 —2)"*  pourze0,1]etneN.

n

Montrer que B,, — f uniformément sur [0, 1].

4. Etablir le théoréme de Weierstrass sur un segment quelconque.

Exercice 15.8 (Théoréme de Chudnovsky). Soient a,b €]0,1] avec a < b, et f : [a;b] — R
continue.
Montrer qu'’il existe une suite de polyndmes a coefficients entiers qui converge uniformément vers

f sur [a,b].

Solution. On munit C°([a,b],R) de la norme de la convergence uniforme. On pose
A={f:]a,b] = R | f continue et limite uniforme de fonctions polynomiales & coefficients entiers}

P ={p:la,b] = R | g polynomiale & coefficients entiers}

On a A = P par définition des deux ensembles. Le but est de montrer que A = C%([a, b], R).

Observons A. Cet ensemble est stable par addition (inégalité triangulaire pour || ||c) mais
aussi par produit : étant donnés f,g € A et f,, g, deux suites de polynémes entiers convergeant
uniformément respectivement vers f et g,

||fg - fngn”oo < ||fg - fgn”oo + Hfgn - fngnHoo

— n—-+4o0o

borné

On suppose a présent que
B={ceR|(zrc)c A}
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est d’intersection non vide avec R \ Z. B est un fermé de R, car I'injection canonique de B dans
C%([a, b],R) est une isométrie, donc est continue, et B est 'image réciproque du s.e.v des fonctions
constantes, qui est de dimension 1 donc est fermé. De plus, il contient tous les entiers.

B est un sous-groupe de R, donc est soit monogene soit dense dans R. Etant fermé, B est soit
monogene soit R tout entier. Or, puisque B est stable par addition, par produit et contient les
entiers, étant donné w € BNR\Z et u=w — |w], on a u™ — 0 et u™ dans B donc B ne pas étre
monogene. Donc B = R.

Par ailleurs, = — x est dans A, donc tout polynéme est dans A, et en passant a ’adhérence,
C%la,b],R) C A C C°[a,b],R) (Weierstrass). Il reste donc a prouver B # &.

Considérons ¥ : z — Soit ¢ € A telle que [|¢|loo < 1.

14+x°

oo

1

) =——"—-= —1)"p(x)"
$lele) = 1y = o (CVe)
- C.V.N
ou encore la série converge uniformément. Donc ¢ € A. On note w le nombre d’or : H% =w et
w ¢ Z. On définit par récurrence
x>z et =———— neN*
4 o 1+ Pn—1
Alors pour x € [a, b],
|90 (I)7w|: |w750n—1(x)‘ < |w750n_1l’|
T+ ena(@)|(l+w) = 14w
car la suite de fonctions est positive. Finalement
lw — ¢ollos
_ < = 7Ol
||<pn WHOO - (1+OJ)" n~>+000
ce qui fournit w € B et acheve la démonstration. O

Exercice 15.9 (Théoreme de Korovkin (1953)). Soit E = C°([0,1],R). Etant donné u € L(E),
on dit que u est positif si :
VfeE, f>0=u(f)>0

1. Soient f € E et ¢ > 0. Etablir Pexistence de K € R, tel que
V(z,y) € 0,1, |f(x) - f(y)| < e+ Ky —af?

2. Soit (u,) une suite d’endomorphismes positifs sur E. On suppose que pour toute fonction
p polynomiale de degré inférieur ou égal a deux, u,(p) converge uniformément vers p sur
[0,1]). Montrer que pour tout f € E, u,(f) converge uniformément vers f sur [0,1].

3. En déduire le théoréeme de Bernstein en introduisant :

. [0,1] — R
u”'fH{ v = Yo f (%) (et —a)t

Solution. 1. On peut raisonner par absurde et extraire dans [0, 1], ou bien procéder comme
suit, ce qui fournit une domination explicite : par le théoréme de Heine, on dispose de > 0
tel que

V(z,y) €[0,1]* |z—yl<n=I|f(z)— fly) <e.
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Soit (x,y) € [0,1]? tel que |z — y| > n. Alors (””;7;’)2 >1et

2

1f(@) = F()] < 2 flloo <

2| flloo
fllee

Ui

ce qui fournit finalement

V(e y) € 0,12 [f@) - fu) <et 2”j;l'°0<w )

2. On prouve pour commencer le lemme suivant, :

Lemme 15.9.1. Soit f : [0,1] — R continue. On fize € > 0. Alors il existe N € N* et
P1,...,Pn polynomiales de degré 2 telles que

Vzel0,1], f(z)< inf Qi(z)< f(z)+e.

~ 1<i<s

Preuve. On se donne K > 0 comme dans la question précédente. Pour y dans [0, 1] on pose

[ 01 —- R
S e e PR

On a, toujours d’apres la question précédente,

V(z,y) € 0,17, f(z) <Py(z)

N 0,1 — R
: Tz = 0%21;le(:5)

et on pose a bon droit

On a alors
Ve el0,1], flx)<M(z)

Soit 7 une constante d’uniforme continuité associée a f et g vérifiant Kn? < . On vérifie
aisément que l’on a

Vyel[0,1], Ve e ly—ny+nNn[0,1] Pylx) < f(z)+e

On choisit (y;)1<i<n une suite finie croissante de [0, 1], vérifiant yo = 0, yx = 1 et |y;41 —
y;| < n pour tout i € {0,...,n — 1}. Pour x € [0,1], on a successivement

J(@) <M(2) € Py, () < fz) +¢ VI<i<N
< i ) <
fla) < it Py (@) < f(z) + e
Le lemme est prouvé.
Soient Qq, ..., Q; et P1,...,Ps des polynoémes de degré inférieur ou égal a 2 tels que

Vaeel0,1], f(z)—e< sup Qi(z) < f(z) < sup Pj(z) < f(z) +¢
1<i<t 1<j<s

Soit N € N tel que

Vn 2 Na vj € [17 -~-7S]7 Hu’ﬂ(Pj) - PJHOO S €
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On a alors, puisque (u,) est une suite d’endomorphismes positifs, pour tout n > N :
Un(f) < up(infP;) <infu,P; <infP; +¢e < f 4 2¢
On fait de méme a gauche. Pour n assez grand on a donc

f_QESUn(f)§f+25

3. On peut s’amuser & calculer les images par u, de ey : .+ 1, e; : & — x et ey : & > 22,
c’est passionnant. On va plutdt exploiter la premiére question intelligemment. Pour cela,
fixons = € [0, 1]. D’apres la question 1, en développant,

If — f(x)eo| < eeo + K(eg — 2ze; + x2e)
D’oui lon tire par positivité de u,, pour y dans [0,1] :
un ()(y) = f(@)un(eo) ()] < eunleo)(y) + K(un(ea)(y) — 2zun(er)(y) + z%un(eo0) (y)|
[un (f)(@) = f(@)] < |un(f)(2) = f(z)unleo)(@)] + [f(@)]|un(eo)(z) — 1]
on obtient donc :

lun () (@)= f ()] < || llsollun(e0)—eollootellun(eo)loo+K (un(e2)(x) — 2zun(er)(w) + *un(eq)(2)] < 2¢

%o

Q

pour n assez grand.

Exercice 15.10. Soit f : R? — R séparément continue.
Montrer que f est limite simple d’une suite de fonctions continues.

Exercice 15.11 (Divagations ascoliques). Soit (K, d) un métrique compact non vide. On se
place dans (C(K,R), ||.|lcc) €t on se donne R > 0 et A > 0.
Montrer que

L(A,R) = {f : K — R | fR-lipschitzienne et || f|jccA}

est compact.

Solution. La démarche de la preuve est la suivante :
1. Montrer que K est séparable. On note D la partie dénombrable de K telle que D = K.

2. Extraire d’une suite donnée (f,) de L(A, R) une sous-suite qui converge sur D (par procédé
diagonal).
3. Montrer que (fp(z))pen est de Cauchy pour tout x dans K.

4. Montrer que la convergence est uniforme & ’aide de la propriété de pré-compacité.
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Chapitre 16

Séries de fonctions

Exercice 16.1. Soit f : [0,1] — R continue. Pour n € N, soit

Up :t €[0,1] — 2" f(z) € R.

Donner une c.n.s sur f pour que »_ u, converge uniformément sur [0, 1].

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Comme la convergence est uniforme sur [0, 1], la somme est
continue. Le théoreme de la double limite fournit

+oo

donc f(1) = 0. Soit z € [0, 1].

f@)—f) _ _ Z " f(x (convergence uniforme)

r—1 1:—1 a:~>1—

donc f est dérivable 1 et f/(1) = 0.

CONDITION SUFFISANTE. On suppose f dérivable en 0 avec f(1) = f/(1) = 0. Soit « €
[0,1]. Comme f est continue sur [0, 1], f est bornée. De plus f(1) = 1. La série ) u,, converge
simplement sur [0, 1].

+oo
Z ac"f(x) _ f(x)$N+1 — %0

1—=x 1-
n=N+1 v

Soient € > 0 et 1 > 1 > 0 tel que pour tout z € [0, 1],

xe[l—-nl1]= M<<s
1-—2z
Soit N € N tel que
—+oo
Yo @=n)"llfle <e
n=N+1
Soit € [0, 1]. On constate que
+oo
Z up(z) < e
n=N+1
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Conclusion :

Zun converge uniformément sur [0, 1] <= f dérivable en 1 et f(1) = f'(1) =0

Exercice 16.2 (Fonction 1 de Riemann). Montrer que
RY — IJE§
oo
n: (=1)"
D D
n=1

est de classe C*™.

Exercice 16.3. Soit g : Ry — R, continue, décroissante et possédant une limite nulle en +oo.
Montrer qu’il existe une et une seule application u : Ry — R continue et croissante vérifiant
u(0) =0 et

Ve € Ry, u(r +1) —u(x) = g(x).

Solution. Ezistence. On va s’intéresser a la série de fonctions ) -, g(n)—g(n+x). Soient z € R
et n > |xz. B

> (k) ng+k <> gk Zg |+k+1)
k=0 k=0 k=0
n 7l+|_$J+1
SSTu - S ek
k=0 k=|z)+1
n lz] n n n+|x]+1
gy —glz+k) <> gk)+ Y gk)— D gk)— > g(k)
k=0 A k=0 k=|z|+1 k=[] +1 k=n+1

<3 glk) — L2)g(lx))

Par conséquent la suite des sommes partielles de la série a termes positifs Y -, g(n) —g(n + )
est majorée. Donc a
Ry — R

v x — Z g(n+x))

est bien définie et vérifie u(x + 1) — u(z) = g(x) pour tout = dans R, tout en étant croissante
et nulle en 0.
Soient M € N* et 2 € [0, M].

0< Z g+ k)< Y (9(k) —gM+k) — 0
k=n-+1 k=n+1

donc la convergence de la série Y -, g(n) — g(n + ) est uniforme sur [0, M]. De fait, u est
continue sur tout [0, M] pour M € N*, donc 'est sur tout R .
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Unicité. Soit v une autre solution du probléme. Posons h = v — u qui de fait est 1-périodique.
Soit ¢ € [0,1].
0<wvin+t)—wvn)<vin+1)—ovn) — 0

n—-+oo

donc v(n +t) —v(n) - 0; de méme pour u. De 14,
n—-+0oo

h(t) — h(0) = h(n+1) — 0

n—-+oo

donc h(t) = h(0) = 0. Finalement u = v.

’ ANu e C(Ry,R), w croissante, u(0) =0 et Vo € Ry, u(z + 1) — u(z) = g(z). ‘

O

Exercice 16.4. Soit F un fermé de R. On tache de construire f : R — R de classe C* telle que
F=f=t({0}).
1. Question préliminaire. Construire g : R — R continue telle que F = g=1({0}).

2. Soit
R — R

©: 0 siz <0
Tr o .
e =22 sizx>0

Montrer que ¢ est C*.

3. Soit U un intervalle ouvert de R. Construire ¢y : R — R4 de classe C*°, bornée sur R ainsi
que chacune de ses dérivées successives et telle que

ey ({0}) =R\ U.

4. Montrer qu'il existe une suite d’intervalles ouverts (Up,),en telle que

R\F = [ JU,.

neN

. - . N s
5. Construire alors f comme somme d’une série Y- - Ay, olt (Ay) € (R%)" est judicieu-
sement, choisie.

Solution. 1. Considérer x — d(z, F).

2. Appliquer le théoreme de la limite de la dérivée aux dérivées successives de @, qui est C™
sur R\ {0}.

3. On pose U =]a, 8] avec @ < . Considérons
pu:z ER— oz —a)p(B—1z) €Ry

qui est de classe C*, est bornée et vérifie o' ({0}) = R\ U.

4. R\ F est un ouvert de R : il est classique de démontrer qu’il peut s’écrire comme réunion
dénombrable d’intervalles ouverts.

5. Sil’'union est finie, le résultat est évident. On suppose dans la suite que 'union est infinie.
On se donne (U,,),,>0 une suite d’intervalles ouverts deux & deux disjoints et (¢u,, )n>0 une
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suite de fonctions associée & ces ouverts qui vérifie le cahier des charges de la troisiéme
question. On pose pour n € N

1
>
221+ [[nlloo + €%lloo + - + 057 [loo)

La série ) <, An@n converge normalement sur R. La convergence de Zn>p An<p£3’ ) est

normale sur R, la somme de ) -, Ay, est donc de classe C* sur R.
Soit t € R.

St)=0<=VneN, \yp,(t) =0
= VneN, p,(t)=0
—VneN, t¢U,
<—telF

O

Exercice 16.5 (Fonction R — R partout continue, nulle part dérivable). 1. Soit y € R.

Etablir existence de ¢ € {—1,1} tel que

. ET .
sin (y + 7) - smy’ > 1.

{
Up
T
R

S { R
oz S0 un ()
Montrer que S est définie sur R et qu’elle est continue.
. Soit a € R. On cherche a établir que S n’est pas dérivable en a. Pour n € N*, on choisit
en € {—1,1} tel que :

2. Pour n € N*, soit

=

% sin (n!QJ;)

et

.

em
sin (n!Qa + ?) —sin nlza‘ >1

et on pose h, = ST.
On définit )
. 711_ ug(a + hy) — ug(a)
n — hn
k=1
et N
_ X ur(a+ hy) — ug(a)
Tn = Z ho,
k=n+1

Montrer que s, = o(n!) et r,, = o(n!). En déduire le résultat annoncé.

Solution. 1. Soit e € {—1,1}.

cos (y + 5—W) sin (ﬂ)‘ =2 ’cos (y + %T)’

in (v + 57 —siny| =2
sin (y+ — ) —siny| =
2 4 4
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On écrit y = 2km + ¢ avec 0 < y < 27 et k € Z. Une distinction de cas avec aide
éventuellement d’un dessin fournit le résultat.

2. La convergence de Y u,, est normale sur R; la continuité passe & la limite.

3. D’une part on a

luk(a + hy) —ug(a)] < — = |hp k!

ce qui fournit

et de méme,

2 1 4l &
| < Z ]?T Z kl
k=n-+1 k=n-+1
Ainsi,
n! n—too n! n—too
On a donc au bout du compte :
S(h, —
Sar0-s@) ,
hn n—-+4oo

Ainsi | S est non dérivable en tout point de R. ‘

Exercice 16.6.

1. Soit D une partie dénombrable de R. Etablir 'existence d’une fonction f : R — R dont
D est ’ensemble des points de discontinuité.

2. Soit A une partie dénombrable de R. Etablir existence d’une fonction convexe ¢ : R — R
dont A est I’ensemble des points de non-dérivabilité.

Solution. 1. Notons D = {a,, | n € N} avec n — a,, injective. Considérer
R — R
+oo
Vi 1[am+c>0[(33)
o ) o

2. Notons A = {b, | n € N} avec n + b,, injective. Considérer
R — R

“+o0
. 1, tooflz
p: N Z [J2rn [( )x

Exercice 16.7. Soit (X, d) un espace métrique qui n’est pas compact.
Montrer qu’il existe f : X — R continue et non bornée.
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Solution. Soit u € X" sans valeur d’adhérence. Par conséquent, {u,, | n € N} est infini. Soit v
extraite de u et injective.
Soit n € N. Construisons p,, tel que

Bf(”n»pn) m{vk |k>n+1} =0
Comme A(v) = &, on a v, ¢ A(v). Soient € > 0 et N € N tels que
Vn >N, B(vne) x|k =N} =2.

L’ensemble
F =B(vn,e)[ {vr | k>n+1}

est fini et la suite est injective.
Soit n > 0 tel que

B(Umn)ﬂF =g

. en 1
n = M | =, =, —
p 227

By (vn, pn) ﬂ{vk |E>n+1}=2.

Considérons a présent la suite (r,),en définie pour tout n > 0 par

On pose finalement

et on a

Ty = min(po, ..., pn)-

Cette suite est décroissante, et

ro= 8 ()N ) -2

puisqu’on a construit (p,)n>0 de telle sorte que d(vp,vq) > 7, pour tout p < gq.
On pose

X — R
Wiy oz max(O,p(l—igd(z’v”))>

Tp

qui est continue, vérifie u,(v,) = p et est nulle a I'extérieur de B (vp, %”) On considere alors

X — R
S P — Zup(x)
p=1

Comme
VzeX, 3e>0, INeN, B(ze)[ {n|n>N}=0

la suite u,(x) stationne en zéro et s(z) est bien définie pour tout = € X.
Soit w € X. Soient g9 > 0 et N € N tels que B (z, 53) {vn | n > N} = @. La restriction de s

a B (x, ‘%8) est une somme finie, elle est donc continue.

‘ s est continue et non bornée ‘
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Exercice 16.8 (Calme bloc ici-bas chu d’un désastre obscu. Soit f: R — R, 2-périodique et
telle que
Ve [-1,1], f(x)=2>

Montrer
—+oo

VzeR, Z 2" f (2%) = 2|x|.

n=—oo

a. ou Un jour a I’X

Solution. On note ¢ la somme en question.
Premiére étape : montrons que @ est bien définie et continue. Pour cela montrons que la
convergence est normale sur [—M, M] avec M > 0. Soit g € N tel que o < +. Soit z € [-M, M].

Pour n > ng,
T T M
! 2n 2n < 2n

et > s, M converge.
Pour n < ng,

T 1
21 (3)] < 75
! 2m <4><2—"

1 . s
et annrl o= converge. ¢ est donc bien définie en z, et la convergence est normale sur

[-M, M]. Chaque terme de la série est continu, donc

Deuziéme étape : montrons l’identité. Soit x € R.

+oo
p22)= Y 2°f () = 20(@)
Ainsi,
VeeR, o) = ('0<22;>

Soit x € [0, 1]. De la 2-périodicité de f, on tire

Pz 1)~ o(2) nizn (1(50) ()
> (1(55) 1 ()
:+§2n <($2+2:)2—2‘i> + (z —1)? — 22

“+o0
2 1
:Z Tt +1—-22
n=1

2n
=2x+1—-1-2x
=2

Ainsi,
Ve el0,1], ¢(z+1)—p(x)=2.
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On note par ailleurs que ¢(0) = 0. Soient n € N* et 0 < k < 2",
EN_L (k.
Pl\on ) T 2%\ ant

ky_1 k N_1 k 5 ok
Plan ) =99 \gn—1) T 3001 27 “ou
Si2” >k >2""1 en posant k' =k — 271,
kY 1 ko 1 ko 1 1+k—2"—1 1 K +2
Plan ) T 2% gn-1) T2%\on-1 ) T 3¥ g1 )~ 9 \¥ 201
1 K k
5 % 2 (2"_1 + 1) = 25

Par continuité de ¢ et densité des nombres di-adiques dans [0, 1], on en déduit

Sik<2n

Ve el0,1], ¢lx)=2|z|

On étend facilement ce résultat a tout R a 'aide de la derniére identité démontrée.

—+oo

Vz eR, Z 2" f (2%) = 2|z|

n=—oo

Exercice 16.9. Soit
R — R

P v iﬁlnn
n=2

1+ zn?

Justifier 'existence de .
Etudier la continuité de ¢.

Donner la limite puis un équivalent de ¢(x) lorsque  — +o0.

B b=

Donner un équivalent de ¢(z) lorsque z — 0.

Solution. 1. z € RY fixé.

Valnn 1
= O —_—
1+ an?
donc (z) bien définie.
2. Considérons pour n > 2 la fonction
Ry — R
Qp 2 VT

T 1+xn?

Elle est de classe C* et
_1 2) _ 2
' (@) 2\/5(1 + an?) — x/an
(14 zn?)?
1 —n’z
2/x(1 + xzn?)?
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La dérivée de o, s’annule donc en # ce qui fournit apres étude

1

lonlleo = m

ce qui est insuffisant pour conclure. Soit @ > 0. On se donne ng > % et on considére pour
n>ng:

) Ja, 4o — R
{ v Y
qui vérifie

[vnlloo = tn(a)Inn

et on alors

oo
> lvalleo < +00

n=ngo

ce qui permet cette fois-ci d’affirmer que ©lla,+oo] €St continue. Avec a — 0 on obtient

® continue.

. Soit x > 1.
Z \/711’17’1 Z lnn
1+ :CTL2 - f »L—>+oo
Cherchons a présent un équivalent en +o0. Soit € > 0. Soit N € N, N > 3, tel que

oo
yoobn_c
n? =2

n=N+1

On a alors, pour z assez grand,

Zlnn i xlnn Inn €6 N 1

n0n2 _n201+a:n2 n 27r2n: n2
d’ou

€ Inn rlnn Inn e ¢

TR IR D wum D Dt Bl
et donc

1

Autre méthode : ‘cp(:z:) - ﬁ S ) = ﬁ > oneo wE(iraney et utiliser convergence nor-

male et théoreme de la double limite.

. La fonction en n dans la somme n’est pas monotone mais on tente quand méme une
comparaison avec une intégrale :

B(z) = /100 Vz Inydy

1+ zy?
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On en cherche un équivalent en 0.

B(x):/oo \/Elnydy/C>o lnyd\/fy/oolnv—élnxdv
1 1

1+ zy? 1+ xy? vz 1+?
< 1 .
:/ nizdv—flnx[arctanv]ﬁ
—_———
A+to(1)

— —% Inx (g — arctan(ﬁ)) +A+o0(1)

donc

Pour conclure,

<\/Elnn_/n" ﬁlnydy)

o1 T+ay?

/” Vazlny  Valon d

1422 14n2z

Vzln(n—1) +/zlnn

1+n2z  1+n2z

Vaelan  aln
1+ (n—-1)22x 1+4+n3x

)

Finalement

s
o(x) ot —Zlnx

Exercice 16.10. Soit D = {z € C| |z| < 1}.

1. Déterminer une fonction g : D — C continue telle que :

VzeD, g(2*)—g(z)= ﬁ

2. Déterminer les fonctions f : D — C continue telles que :
VzeD, f(z)=f(z%).

3. Calculer pour z € D :
+oo _gn-—1

Z lz— 22"

n=1

A

—=7 pour z € D, avec A € C restant a déterminer.

Solution. 1. On pose g(z) =

A—-A(z+1 Az
R
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donc en posant A = —1,

convient

1
g:zi— —
z

2. Soit f: D — C telle que
VzeD, f(z)=f(7%).
Soit z € D. De 1a,
vneN, f(z)=Ff (22n> .

or f (an) — £(0). Done ‘ f est constante. ‘

3. Soit z € D.

n—1
22

1 _ 2271

|Z|2n71

Rl

N |Z‘27171

on—1

n—1
et > |z|*" " converge. Y ., £—= converge absolument donc converge.

n—1
Montrons que h : z € D Zfbozl fij vérifie ’équation fonctionnelle et qu’elle est
continue. Soit z € D.
= 22" 2, 2 z
h 22 = _— —  __—h z) —
= s L -

Reste la continuité. Soit 7 €]0, 1[. On se restreint a B(O, r).

227171 _ |Z|2n—1 T2n,—1
1—=22" 71—z — 1—1r2"
—_———
Un (2)

n—1
d’ott ||tp e < % et donc > |lun|leo converge. On a prouvé la convergence normale de
>y, sur B(O,r). De la (...) h est continue sur D.
Il existe donc une constante C € C telle que

VzeD, h(z)zliz—i-C

mais h(0) = 0 donc C = 0. Finalement

400 n—1
2 z

z
vzeD ) w1,
n=1

On peut également prouver ce résultat a l'aide des familles sommables.
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Exercice 16.11. Suite de fonctions de C*(R,R) convergeant simplement mais dont la conver-
gence n’est uniforme sur aucun intervalle non trivial de R.

1. Soit f:z € R+— li% € R. Représenter rapidement f.

2. Pour n € N*, on pose f, : © € R+—— f(nz) € R et on range les rationnels dans une suite
(rp)pen. Pour n € N, on définit

R — R

. =1
iy z o— Z%fn(flf—’l“p)
p=0

Montrer que ¢,, est bien définie et qu’elle est C*°.
3. Montrer que ¢,, — 0 simplement.

4. Vérifier que ¢, (rp, + ) > 5+. En déduire le résultat annoncé.

n) =

Exercice 16.12 (Séries de Dirichlet). Soit (\,),en une suite strictement croissante de réels
positifs et (a,)nen une suite de complexes. Pour tout n € N, soit

w c — C
e Z — ape rF

On suppose qu’il existe zg € C tel que ) un(20) converge. Soit ¢ €]0, 7.
Montrer que la série de fonctions > w, converge uniformément sur

E={zeC|arg(z — 20) < ¢}.

Solution. Deux remarques préliminaires qui permettent déja de simplifier le probleme :

— on peut supposer zo = 0 quitte & remplacer a,, par a,e "%
— cela fait, on peut supposer Z:i% an = 0 quitte & changer ayg.

A présent, on pose pour tout n € N
n
An = Z Qg
k=0

et on se donne z € E avec z = pe'? o1 p > 0 et |6] < .
Soient 0 < N < P des entiers.

(A, — A,_j)e *?

M=

P
g ape F =
n=N

Il
z

n

P-1
Ane—knz_ Z Ane—)\n+1z
n=N-1

Il
oS
‘”M"‘j
L2

An(e—knz o e—)\n+1z) =+ APe—/\pz _ AN,le_)‘NZ

3
I
Z
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P P-1
Z ane—Anz < Z |An| ’e—)\nz _ 6_)\"+1Z| + |AP| ’e—)\pz‘ + |AN—1‘ |€—)\Nz‘
n=N n=N

P-1
< sup anl [ 3 ferne - et e g e
n>N-1 =
Or pour n € N,

Ant1
eTAnE _ gTAnhZ| = / ze P2t
A

n

Ant1
< p/ €_t§R(z)dt
A

n

Ant1
< p/ e—tpcosedt
A

n

ce qui fournit

P-1 Ap

Z |e—>\nz _ e—)\ﬂ,+1z| < p/ e—tpcosedt
n=N AN
Ap
S p/ e—tpcos <pdt
AN
< 1 (ef)\Npcosgp _ ef)\ppcosgp)
cos @
et donc
a 1
Z anef)\nz < sup |An| (ef)\Npcosap _ef)\ppcos<p> +9
N n>N—-1 COos @
= pA
Soit € > 0. Soit N’ € N* tel que
S
VneN, n>N—-1=A,|<——.
+2
cos ¢
Pour N’ < N < P on a bien
P
Z ane M*| < e
n=N

et ceci indépendamment de z. En incluant le cas z = 0, on conclut

E Uy, converge uniformément sur E.
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Chapitre 17

Séries entieres

Exercice 17.1. Donner les rayons et domaines de convergence des séries entieres suivantes :

1) > nl"2) Z%T 3) Z% 4) ZZ—Z 5) > 2"6) »_n"z"
n>0 n>0 n>1 n>1 n>1 n>1

Soit Y, < anz™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Donner les rayons de conver-

gence des séries
1) E an 2" 2) g an2?
n>0 n>0

Exercice 17.2 (Principe des zéros isolés). Soit > a,z" une série entiére de rayon de convergence
R > 0, dont on note f la somme. On suppose qu’existe (u,) € B(0, R)N telle que

(1) u—0

(2) ¥peN  f(up) =0

(3) VpeN w, #0

Montrer Vn € N a, =0.

Solution. En notant N le plus petit indice tel que ax # 0, on a pour tout p € N

o)
— E n
aN — — aN+nup
n=1

ce qui fournit la contradiction souhaitée en faisant tendre p vers l'infini : la somme d’une série
entiere est continue sur le disque ouvert de convergence. O

Exercice 17.3. Montrer qu’une fraction rationnelle ne possédant pas de pdle nul est dévelop-
pable en série entiére au voisinage de 0.

Exercice 17.4. Soit K un sous-corps[’| de C. Montrer qu'une fraction rationnelle de K(X) ne

possédant pas de pole nul est développable en série entiere au voisinage de zéro et que ses
coefficients sont dans K.

a. Exemples : R? (c7 Q7 Q(€)7 Q[ZL Q[\/i]
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Exercice 17.5. Soit a € C. Donner un développement asymptotique de

f]-11 = C
@-{ x = (1+z)°

Solution. On identifier ¢ comme solution DSE d’un probléme. Ici, ¢ est solution de
f:]—1,1[— C dérivable
f0)=1

Veel—1,1] f(z)= Oﬂ?

On cherche ensuite une relation de récurrence sur les coefficients de la série entiere. On posera
alors

S a—k+1
aozletanzn% pour n > 1
k=1

puis on vérifiera que la somme de ) a,z™ convient. L’unicité de la solution au probléme plus
haut fournit I’égalité entre ¢ et cette somme. O

Exercice 17.6 (Théoréeme de la limite radiale). Soit Zanz” une série entiere de rayon de
convergence R > 0, et 2z € I'(0,R). On note f:B(0,R) — C sa somme et on suppose que
Z anz) converge.

n>0
o0
. . n
Montrer que Zhﬁngo f(2) existe et vaut E anzy -
2€[0,Zg| n=0

Exercice 17.7 (Théoréme d’Abel). Soit Z apx™ une série entiere de rayon de convergence 1.
n>0

On note f:] —1,1[— C sa somme et on suppose que Z an converge.
n>0

Montrer que }13{ f(2) existe et vaut Z Q.-

n=0
Solution. Pour n € N, on note
o0
=,
k=n
et on fixe x € [0,1].
o0 o0
flz) = Zanxn = Z(r —Tn+1)
n=0 n=0
= Z e’ Z T71+117
n=0
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d’out

= Z (2"t — ™)

n=1

Z ap — f(x)
n=0

Premiere conclusion :

9]
< lral@@ ™t —am)
n=1

00 N 0o
Vee 01 WeN | an—f@)| <D lrale™ =2+ 3 fral@™ ! - 2™
n=0 n=1 n=N+1

Soient £ > 0 et N € N* tel que n > N +1 = |r,,| < 5. Soit  €]0,1] tel que

N
-zl <n=) |ral(@" " —a") <
n=1

DN ™

Soit  €]1 — n, 1[. On obtient

<e

Z Ap — f(l‘)
n=0

ce qui acheve la démonstration. O

Exercice 17.8 (Théoréme d’inversion). Soit Y a,2™ une série entiére de rayon de convergence
R > 0. On note f : B(0,R) — C sa somme.
Montrer

F0)£0 <« FreloR] 3beC VzeBO,r) f(z)£0 et f(lz):ibnz"
n=0

Solution.
CONDITION NECESSAIRE. On suppose que f(0) # 0. Considérons la suite (b,,) définie par

by = 1
n—1

b, = bekan,k Vn>1
k=0

L’usage de la méthode des séries majorantes permet de montrer que le rayon de convergence de
la série entiére Y b, 2" est strictement positif. Soit r €]0, R]. La suite (a,7™),ecn est bornée par
un M > 0.

Cop — 1
n—1 c
k
¢, = Mkz_orn"“ Vn>1

D’oti 'on déduit ¢, = (M + r)". Cette suite majore b,,. Le rayon de convergence de > ¢,2" est
Mir > 0. Si z € B(0, ﬁ) alors, par domination, la série ano b, z" est absolument conver-
gente. Or, il se trouve que pour z de module assez petit, 1 = f(z) ZZO:O b, z". Cela acheve la
démonstration (il suffit de développer ’égalité précédente).

CONDITION SUFFISANTE. On suppose la condition réalisée. Alors, il est clair que f(0) #0. O
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Remarque 17.8.1. La démonstration peut paraitre plus claire avec le lemme suivant :

Lemme 17.8.1. Une série entiére Y unz™ a un rayon de convergence non nul si et seulement s’il
existe ¢ > 0 tel que |u,| < ¢"™ pour tout n € N*.

Exercice 17.9 (Théoreme global). Soit ), -, an2™ une série entiere de rayon de converge R > 0,
dont on note f : B(0,R) — C la somme. Soit w € B(0,R).

Montrer que la fonction
gi{ PORW) = €

N
h — flw+h)

est la somme d’une série entiére.

Solution. Soit h € B(0,R — |w]).
w+h| <|w|+|h| <R
donc il est licite d’écrire ce qui suit.

Zanh—i—w zz() b zz() "Ehka,

n=0 k=0

On vérifie en remontant les calculs que la famille (u(n, k))(, x)enz définie par

o= B e

0 sinon

est sommable (car une série entiére est absolument convergente sur le disque ouvert de conver-
gence). On peut alors permuter les signes somme et on obtient :

el )

b

O

Exercice 17.10 (Théoréme de composition). Soit > ., a,z" une série entiere de somme f
nulle en zéro, et de rayon de convergence R >. Soit Z:O>o b,2z™ une série entiere de rayon de
convergence R’ > 0 et de somme g. Soit r €]0, R[ tel que z € B(0,7) = f(z) € B(0O,R’).

Montrer que
b B(0,r) — C
' z = gof(2)

est développable en série entiere au voisinage de zéro.

Solution. Soit z € B(0,r).

o0 oo o0
. .
=D baf )" =) | D) a; E bn E > aj,..a5,2
n=0 n=0 \j=1 (*) P=N j1,...,Jn EN*
71 P
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((*) : Produit de Cauchy.) Majorons les |a;|. (a;77) est bornée. Ainsi |a;| < Mr—7 ou M > 0.

by, > aj,..a;,2P sip>n
u(n, p) = G1yeeerfm ENF
Zji:p
0 sinon

La famille (u(n,p))(m,p)enz est sommable.

oo

oo o0 (o]

ST lulmp) <D bl [ D0 D M| =) (bl > M P2 >

(n,p)EN2 n=0 =n j j n=0 p=n G1yeeesgn EN*
Ji=p Ji=p

%) |i n
:Z|bn|M”< k ><+oo

|2]
n=0 1- r

Ainsi |z] <7 =} (, yenz [u(n, p)| < +oo. Cela achéve la démonstration en permutant les signes
sommes.

O

Exercice 17.11 (Formules de Cauchy). Soit Y a,2™ une série entiére de rayon de convergence
R > 0, dont on note f : B(0,R) — C la somme. Montrer que pour tout r €]0,R[, pour tout

n €N,
1 2m i —ing
ap = —— f(re)e™""?do

2mrn J,

Exercice 17.12. Soit A €] — 1, 1[. Montrer que les fonctions f continues de R dans R qui vérifie
I’équation de retard :

VeeR fl(z)=f(x)

sont développables en séries entieres sur R et les expliciter.

Exercice 17.13. Montrer que
-2

Ve e R chacgerT

Exercice 17.14. Montrer que z € C — e® € C est développable en séries entiéres.

Exercice 17.15. Soit a € R avec |a| < 1. Montrer que
R —- R

Y 2 - Zsh(a”x)
n=0

est développable en séries entieres et calculer son développement.
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Solution. La théorie des familles sommables permet de montrer que ¢ est DSE sans en calculer
la somme. On s’intéresse alors au probleme fonctionnel suivant. On cherche y : R — R continue
en 0 telle que y(0) =0 et

VeeR y(z)—ylar) =shz

En fait, ¢ est une solution, et c’est la seule (on le montre par récurrence en partant d’une
solution). 0

Exercice 17.16. Soit R > 0. Montrer que les fonctions polyndmiales sont denses dans I’algebre
des fonctions continues de B(0,R) dans C qui sont somme d’une série entiére sur B(0, R).

Exercice 17.17. Soit R > 0. Montrer que I’algébre des fonctions continues de B(0,R) dans C
qui sont somme d’une série entieére sur B(0,R) est une algébre de Banach.

Exercice 17.18. Soit ® la somme d’une série entieére > a,2" de rayon de convergence R > 0.
1. Montrer que le rayon de convergence de la série entiere ) a, %y est infini.

2. On note ¢ la somme de Y an%. Montrer

+oo
VzeC |z| <R O(z2) = / p(zz)e *dz
0

n
Solution. 1. Soit 79 €]0,R[ et r > 0 quelconque. a,r"™/n! = a,ry (%) /n! donc a,r™/n! est

bornée.
|2]

2. Soit z € B,(0,R) et r¢ €]|2], R[. Soit M un majorant de (Ja,|rf). On note ¢ = =

7o

CLnann < quxn
n! n!
d’ott pour N > 0
n
< Mela=De

N
Z%&n( n!)

et notamment |(zz)| < Mel?=D® pour tout 2 € R Finalement I'intégrale est bien définie
et les hypotheses du théoréme de domination sont satisfaites. On permute a bon droit les
signes > et f , ce qui donne :

+o0 >
/ p(zx)e™dx = Z a—’:z” F'(n+1) =d(z)
0 0 n: N—_——

n!

O

Exercice 17.19. Soit (an)n>0 une suite réelle positive & partir d’un certain rang et ne station-
nant pas en 0. On suppose que le rayon de convergence de la série entiére »  a,z™ est infini.
Soit (by)n>0 € CN telle que

by, = o(a,) quand n — 4o0.

Les sommes A et B respectivement des séries entiéres Y a,x™ et > b,z™ sont définies sur R.
Montrer que
B(z) = o(A(z)) quand z — +o0.




Chapitre 18

Fonctions analytiques

Exercice 18.1. Soit f: R — R de classe C* telle que
ICeR, VteRVkeN [fH() < Cn!

Montrer que si
JaeR VkeN f®(a)=0

alors f est nulle.

Exercice 18.2 (Critere d’analyticité de Pringsheim). Soit f :] — a,a[— C (ot a > 0) une
fonction de classe C*°. Prouver 1’équivalence des deux assertions suivantes :

(i) il existe g €]0, af tel que :
N A (L.
Vee]—-6,80 f(x) ngx
(ii) il existe v €]0,a], K > 0 et A > 0 tels que :

VneN Vz € —7,7] ‘f(”)(x)‘ < KnlA™

Exercice 18.3 (Représentation intégrale de Cauchy). On fixe R > 0.
1. Soit > a,z™ une série entiére de rayon de convergence R. Montrer que pour

1 [T f(re)

= — - re'tdt
2 J_ . rett —z

f(2)

2. Soit f une fonction continue sur B(0,R) vérifiant pour |z| < r < R I'égalité précédente.
Montrer que f est la somme d’une série entiere sur B(0,R).
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Exercice 18.4 (Théoréme de Bernstein sur les applications absolument monotones). Soient
a>0et f:]—a,a]— R de classe C* vérifiant

vneN Vzel—a,a] f™(z)>0

Montrer que f est somme de sa série de Taylor sur [—a«, a[. Indication : on pourra montrer que
si0<z<a<aetneN alors

11 _ f\n LA -t
/0(1t)f(n+1)(xt)dt</0 %f(njtl)(at)dt

n!

puis en déduire
1
1—)" n+l1
anrl/ !f(nJrl)(xt)dt < (f) f(a)
0 n! a
Ezemple : Appliquer le résultat a la fonction tan.




Chapitre 19

Intégrale sur un segment

Exercice 19.1 (Théoréme du relévement continu). Soit I un intervalle de R on vide et non
réduit & un point. Soit f : I — C telle que

(i) f est Ct
(ii) fOcU

Montrer qu’il existe o : I — R de classe C' telle que

viel, f(t)=e*®

Solution. Pour tout ¢ € 1,

Donc

0= f'(t)f(t) + FOF () = FOF @)+ f () (1)

Par conséquent, R(f'(¢)f(t)) =0 et | f'(t)f(t) € iR.
Soit to € I fixé. On choisit §y € R tel que f(to) = €*. Considérons

I - R
) t
Nt - [T
to
a est C! et bien définie. Montrons que
g:t— f(t)e*"‘(t)
est constante égale & 1. On a g(tg) = 1. Pour ¢t € I,

g'(t) = f'(t)e” O — i (t) f(t)e "

(1) — o (D) f())e

() = if (O)(=if () (1) e
@)= @)

=
=

=0
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Donc g(t) = 1 pour tout ¢ € L.

viel, f(t)=e®

O

Exercice 19.2 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f : [a,b] — C continue par morceaux.
Montrer

b
/f(t)emdt — 0.

Tr——400

Preuve «de poche» dans le cas C!?

Solution. On le prouve pour les fonctions indicatrices de segments, puis pour les fonctions en
escalier, et on étend par densité aux fonctions continues par morceaux : soient € > 0 et ¢ en
escalier telle que || f — ¢| < 30—ay- Alors

b b b
. . . € .
t)etdt| < (f(t) — o(t))e™dt| + / o(t)e™tdt| < 3+ / o(t)e™tdt| < e
a a a
pour z assez grand.
Dans le cas C!, une intégration par parties donne le résultat. O

Exercice 19.3. Soit f : [0,1] — R continue par morceaux, telle que fol f = 0. On pose
A=—inffet B=supf.

1. Montrer .
/ f2(t)dt < AB
0
2. Cas d’égalité?

Solution. —A<f<Bdonc (B—f)>0et (f+A)>0. D’ou( f)(f+A)>0et
BA + (B A)f > f?, ce qui finalement fournit en intégrant BA + ( fo f> fo fZet
donc

1
/ f2<AB
0

2. On suppose A, B > 0. On définit f par f(¢t) = —A sit € [0,t0] et f(¢) = B si ¢ €]tp, 1] ou
to vérifie —toA + (1 — t9)B = —AB c'est-a-dire t) = 55 €]0,1[.
O

Exercice 19.4. Soient a < b des réels.

1. Montrer
b b
Ve>0 3C>0 VYfel'a,b,R) Vzcla,b |f2(x)—f2(a)|§C/ f2+5/ 1

2. Montrer

Ye>0 3ID>0 VfeCa,b],R) sup f2(x <D/ f2+5/ liG

z€a,b]
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Solution. 1. Soient € > 0, f € C!([a,b],R) et x € [a,b]. On écrit pour commencer

@) - 2l = | [ 2rosow] <2 ol

or pour t € [a, b],

f@ _ 20

<
€ €

211 @I O] = 2velf (1) +ef?(t)

5

ce qui fournit

2w -t [ [ 1

2. Soit x € [a, b]. Pour tout t € [a, b],

F2) = 20 + / "1 (u) f'(w)

d’ou .
P) < £200) + / 217 ()] () du

ce qui fournit en intégrant entre a et b

b b
(b—a)f?z < / P20t + (b - a) / 21 ()| £ ()]

< f2€(“) +efr2(u)

2 1 1 ’ 2 ’ 12
sup f*(z) < | -+ e f
z€Ja,b] € b—a a a

et finalement

Exercice 19.5. Calculer la valeur moyenne de 6 — m, c’est-a-dire

1 [ de

=5 o 14+2cos?6

Solution. La fonction 6 — HTIOSQG est m-périodique (et c’est 1a la seule difficulté), donc pour

effectuer correctement un changement de variable, on calcule plutdt

_l/ dg _2/’5 dg
b=z =z 1+2cos20 7)o 1+2cos26

2 [t dt 2 [t dt

== == 3 (t =tand)
o (14 )4y T 3t

1

2{1 tr‘x’
= — | —=arctan — = —
m

NE
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LT 1
2w Jo 1+2cos260 /3
O
Exercice 19.6. Calculer
I—/4 dx
Jo @+ (z+2)(z+3)
Solution.
I_/ﬁ dy B 6 ydy B 1/6 dy2
o> (W=Dyly+1)  Jo 2-1Dy* 2/, (y*—1)y?
1/36 du 1/36 1
= - = - — — ) du
2), w=Nu 2J), \u—-1 wu
—1 In u-1 36—lln %
2 u )|, 2 \27
O

Exercice 19.7. Soit g : R — R continue. Montrer que g est convexe si et seulement si pour tout
fonction f :[0,1] — R continue par morceaux on a :

1 1
g < / f) < / gof
0 0
Exercice 19.8 (Inégalité de Van der Corput). Montrer qu’il existe une suite (cx)r>1 € Rl_\f telle

que
(i) pour tout a < b, tout ¢ € C?([a,b],R) vérifiant || > 1 et ¢’ monotone, et tout A > 0

b
/ () 4

(ii) pour tout a < b, tout k € N*, k > 2, tout ¢ € C**'([a,b],R) vérifiant |o*)| > 1 et tout
A>0
b
/ (T 4

Exercice 19.9. Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que

¥(z,y) € R? /myf(t)dt:(y_x)f (WQ?J)

C1

< =
A

Ck
= A\L/k

Solution. On constate que les fonctions affines conviennent. Soit f vérifiant la propriété. On a
en faisait un petit changement de variables et en excluant le cas trivial,

rt+a
VeeR Va>0 f(x):%/ f(t)dt
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On note F une primitive de f. Alors, en fixant a > 0, on a pour tout x € R

1

f@) = 5-(F(+a) = F(z — 0))

ce qui fournit notamment que f est C' sur R. On a par conséquent pour tout z € R

daf(z) =F(z+2a) — F(z — 2a) = F(x + 2a) — F(z) + F(z) — F(z — 2a)
= 2af(x + 2a) + 2af(x — 2a)

et on en déduit que pour z € R et a > 0 on a
2f(x) = flz+a)+ f(z—a)
ce qui donne en fixant x et en dérivant par rapport a a
0=f'(z+a)—f'(z—a)

et donc f’ est constante, donc f est affine. O

Exercice 19.10 (Indice d'un lacet). Soit f : R — C*, 2r-périodique et C'.
Montrer que

1 2T
- L €Z
2im Jo f

Comment peut-on interpréter cet entier ?

Solution. L’intégrale en question est bien définie, puisque f est de classe C! et ne s’annule par
sur R : £ est définie et continue.
Considérons ¢ définie pour tout ¢ € R par

co-en( [ )

¢ est de classe C! et ¢/(t) = %d)(t}. Donc ¢, comme f, est solution de ’équation différentielle

— fT/y = 0, linéaire d’ordre 1, et donc il existe ¢ € C tel que ¢ = cf. Or f est 2w-périodique donc
¢ aussi et donc exp (fo% MdG) = ¢(27) = ¢(0) = 1 ce qui fournit bien fozﬂ fT/ € 2inZ. O

/

1(9)
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Chapitre 20

Intégrale généralisée

Exercice 20.1. Montrer que les fonctions continues & support compact sont denses dans

(L'(R,C), [IlIh)-

Solution. On définit u,, I'application affine par morceaux valant
— 1sur [-n,n];
— Osur | —oo,—n—1[Un+1,400].

Fixons f € L'. Alors fu, € L' et

17wk = [ =wfi= [ 1r s [ i< [T [ 0

O

Exercice 20.2 (Continuité des translations). Soit f € L*(R). Déterminer

h—+oco R

}llig%)/Rf(x—i-h)—f(xﬂdm et lim /|f(x+h)—f(x)\dx

Solution. Utiliser le théoréme démontré dans ’exercice précédent : prouver le résultat pour les
fonctions & support compact, puis étendre par densité. On obtient 0 et 2|| f||1. O

Exercice 20.3. Soient a < b des réels. Calculer

b x

Solution.

dx

/\/m /\/ — (b+ a)z + ab) /\/ _ bga) _(b_a)2>

-/

/ dsin 6 B 3 cosfldf
/ba %,/1_511129_ —z cosf N
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ou I'avant-derniére égalité procéde du changement de variable y = b_T“ sin 6.

™

i —
a V(x—a)b—1)

O

Exercice 20.4. Soit v : R — R continue telle que pour toute fonction f : R — R continue et
bornée, I'intégrale impropre
“+o0
Lo
—00

converge. Montrer que u est intégrable.

Solution. Considérons

; {R - R
: u(x)
T u@re

qui est continue et vérifie | f(z)| < 1 pour tout « € R. L’intégrale

/;OO u(zx) f(z)dx

converge par hypothese.
Soit z € R.

donc g est intégrable. Par conséquent, I'intégrale sur R de la fonction u f + g converge, donc fR |

converge. | u est intégrable. ‘ O

Exercice 20.5. Soit a € R. Calculer

/(arctan(x + a) — arctan(x))dz.
R

Solution. Soit a € R;. L’application

J R = R
Pl 2 - arctan(a + x) — arctan(z)

est continue, & valeurs positives. Au voisinage de 400, p(z) = O (w—lz), et de méme au voisinage
de —o0, ce qui assure son intégrabilité. Posons donc

I= /R(arctan(x + a) — arctan(z))dz.



Soit M > 0.

M M+a M
/ (arctan(z + a) — arctan(z))dx = / arctan udu — / arctan zdz

-M —M+a —M
—M+a M+ta
= — / arctan udu + / arctan udu
—-M M
M+ta

= / arctan udu

M—a
et donc
M+a
I= Ilim arctan udu

M—>+OO M—a

or limarctanu = g
—+o0

Soient € > 0 et N € R tels que
™ 0
yZNéEZarctanyZE—a

Soit M > N + a. En intégrant I'inégalité ci-dessus, on obtient
M+ta
0
2a (7 — 5) < / arctan udu < am
2 M—a

et donc
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Exercice 20.6 (Formule de Stirling). 1. Montrer que

—+oo

/ e 1"dt = n!

0
1 [T t\" 1 /se\n
— 1+2 _tdt:—<7) !

1 [t t\" _,
lim — 14+ = —tqt =
nir—ir-lm\/ﬁ/n ( + n) e 'dt=0

n

t n
lim — (1+ ) e~ tdt = Vor
n

2. Montrer que

3. Montrer que

et que

4. Retrouver ainsi la formule de Stirling.

1. n intégrations par parties donnent le résultat.
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2. On calcule :

1/+OO 1+E e tdt = —/ n(l+u)"e ""d
Vi), n f v !

f

3

3
%

dv

%\

’I’LTL

3. Le calcul est un peu plus subtil :

R t . R +oeo
—_— 1+ ) e 'dt = n/ 1+u)"e ""du

Considérons ¢ : u +— (1 +u)e". Cette fonction décroit sur R et (1) = 2e~t. Donc

e

w>1= pu)" < (2)n_1 p(u)

d’ou 'on déduit

n—1 +00
0<f/ (1+u)" ”“duSﬁ(i) / p(u)du — 0
1

n—-+4oo

La seconde limite fait appel a des dominations intéressantes, qui peuvent servir dans
d’autres exercices.

Le changement de variable v = ﬁ fournit

1 "< t)" . /W( v)” .
—_— 1+ —] e 'dt = 1+ — ] e Vv
\/ﬁ —n n —\/n \/ﬁ

ce qui invite & considérer la suite de fonctions (f,)n>1 définie sur R par

fa(v) = {(gl + ﬁ)ne_v\/ﬁ si vl <v/n

sinon

02

On vérifie aisément que (f,) converge simplement vers v — e~ 2, dont on sait calculer
l'intégrale (c¢f exercice [23.3). Il suffit donc de dominer la suite. Pour tout > —1, la
formule de Taylor avec reste intégral (ou une étude de fonction) fournit

z? s
In(1 <x——4+—
n(l+z) <z 5 +3

ce qui, dans notre cas, permet d’écrire pour tout v dans | — /n, /n|
02 3 02 2 02
nln(1+4+— v < - —_— < —— 4
( v > M I N

v

<
3~ 6

On a donc une domination adéquate, qui permet de conclure.
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4. On en déduit immédiatement, en combinant les différents résultats,

1 e\"m
— (&) V2
\/ﬁ (n) " njoo T

ce qui équivaut a la formule de Stirling.

Exercice 20.7 (Intégrale de Dirichlet). 1. Montrer que I'intégrale impropre

/+°° sin 6d6
0 0

converge, sans converger absolument, et montrer que sa somme vaut g

2. Etudier
* gin? ¢
Tdt
0 t

Solution. 1. Soit n € N*.

/7”7 sint dt—zn:/lm sint q
0 t i Je-1m | 1
n 1 km
> 7/ | sin t|d¢
; km J—1)=
n 2
> -
- ; kT n—>—o>o oo
ce qui prouve que f0_>+oo |Si;‘t | dt diverge.

Soit x > 7.

/”” sin@dﬁ__/wdcosﬁ__ cos z_/;p cos 0do
. 0 . 0 0 1. " 02

cosr 1 * cos0dO
= — _— = i 92

T ™

N . ’ o0 gi
La derniére intégrale converge absolument, et <>+ —+> 0 donc fo %dﬁ converge.
Tr—r+00

Considérons : -
I — /5 sin((2n + 1)t) gt
0

sint

qui est bien définie car W ~ 2n 4+ 1. Alors
: 0
Ip =

jusy

2 sin((2n + 3)08;1 tsin((Zn +1)t) dt =2 /O ’ cos((2n + 2)t)dt

1 (n+1)m
= ) / cosudu =0
n 0

In+1 I, =
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et donc la suite (I,,) est constante égale a 7.

Considérons alors ¢ : t — T — . On constate qu'en 0, ¢(t) = —% + o(t) donc g est
prolongeable par continuité en 0 et est méme de classe C!. D’apres le lemme de Riemann-
Lebesgue,
x
/ e(t)sin((2n+1)t)dt — 0
0 n—+4oo
et donc

/3 sin(n+ Dt
0

t n——+oo
mais on a comme par hasard

.

. /2 Sln((Qn + ]_)tdt B /(2n+1)‘n’ Slnydy
0 t 0 Yy

T sinudu W
0 u 2

s
2

d’ott on déduit

2. En intégrant par parties,

int *1 - t 1 [*®sin?t
E:/oosm dtz/ cos dt:f/ 22
2 0 t 0 t2 2 Jo (L)

et faisant le changement de variable u = %, on obtient

[e SIS
t
/ sin"t 7

O

Exercice 20.8. Soit f : R — R continue, décroissante et de limite nulle en +oo.

1. Montrer que

oo
/ f(t) sintdt
0
converge.

2. Montrer que t — f(t)sint est intégrable si et seulement si f lest.

Solution. 1. Supposer f de classe C! permet de prouver le résultat a 'aide d’une intégration

par parties. Nous faisons ici une preuve générale qui utilise le théoréme de la moyenne.
On pose pour n € N*

I, = /O F(t) sin(t)dt

et on dispose d’une suite ((x)ren+ de réels vérifiant (k — 1) < (x < k et

km km
f(Ck) /( sin tdt = /( £(t) sin(t)dt

k—1)m k—1)m
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pour tout k € N*, ce qui permet d’écrire

km n

I, = Zf((k)/ sintdt =y 2(=1)* " f(G)
k=1 (

k—1)m —1

or f est décroissante et de limite nulle en +o0o donc la suite (f(Cx))ren+ tend en décroissant
vers 0. Par conséquent (I,,) est la suite des sommes partielles d’une série alternée vérifiant
le CSSA, donc converge.

Soit € > 0. Pour M assez grand,

M

M T3]
/ f(t)sintdt = / f(t)sintdt + / f(t)sintdt
0 0 m| M|
N—— —
l.I<e

et donc fooo f(t)sintdt converge.

2. CONDITION NECESSAIRE. On écrit

[e’e] n km n
témmmwzzf F()sint|dt > 23 f(kn)

k=17 (k=17 k=1

et donc ), -, f(nm) converge. Pour tout n,

/OM 1< S 5k - D)
n=1

et donc f est intégrable.

CONDITION SUFFISANTE. C’est clair.
O

Exercice 20.9. Soit f une fonction uniformément continue de R; dans R. On suppose que
o0 . .
fo | f| converge. Montrer que f admet une limite nulle en +oo.

Solution. On raisonne par l'absurde en se donnant £y > 0 tel que {x € Ry | |f(x)| > & est non
majoré. On dispose notamment d’une suite (u,) de réels vérifiant pour tout n > 0, u,, > n et
|f (un)| = €0

Soit 1 > 0 tel que pour tout u,v € R,

€0

u=vl <0 =17 - fO) < T

. On alors

Un+n
/ |f()|dt — 0

n—-+oo
n

or pour u, <t < uy + 1,

O] 2 |F )] = 1f(n) = FO] = 5

c’est absurde.
Donc f possede une limite nulle en +oc. O
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1 1
Exercice 20.10 (Inégalité de Holder, inégalité de Minkowski). Soient p, g tel que — + — = 1.
P q

1. Soient a,b € R et p > 0. Montrer que

2. Inégalité de Holder. Soient I un intervalle, f,g : I — R continues par morceaux telles que
fP et g7 sont intégrables. Montrer que fg est intégrable et que I'on a

for=(fr) ()

3. Inégalité de Minkowski. Soient f,g : I — R, continues par morceaux telles que fP et gP
sont intégrables. Montrer que (f + g)? est intégrable et que 1'on a

(for=or) = (fr) = ()




Chapitre 21

Intégrale : carré intégrable

Exercice 21.1. Soit f: R} — R continue et de carré intégrable. Pour x > 0, on pose

F(z) = /0 " rat

1. Justifier Pexistence de F.

2. Montrer que I est uniformément continue sur R .

3. Montrer que F(z) = o(y/z) lorsque x — +0oo et lorsque z — 0.

Solution. 1. Fixons x € R% . Montrons que f est intégrable sur ]0, z]. Soit 0 < & < x.

[isones g [aspopest [T o

donc f est intégrable sur |0, z| et ’ F est bien définie. ‘

2. Soient 0 < x < y.
/ f(t)dt‘ < \/ / f2(t)dt\/ [ at<irleviE=y

V(z,y) € R? [F(z) — F(y)| < [ fll2/]z — y]

[F(z) = F(y)| =

Ainsi

2
Soit € > 0 et x,y € R? tels que |y — | < (m) . Alors

P(@) = F)] < Wfle e <e

Ainsi \ F' est uniformément continue. ‘

3. Appliquée telle quelle, I'inégalité de Cauchy-Scharz ne fournit quun O(y/z) en +oo.

1. f n’est pas nécessairement intégrable sur [1, +o0o[ : considérer la fonction valant 1 sur |0, 1] et z +— 1/z% sur
[1, +oo[ avec % <a<l.

123
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Donnons-nous & > 0. Soit M > 0 tel que [y f2(t)dt < € et soit N > 0 tel que [F(M)| < ev/N.
Pour z > max(M, N),

[F(z)] < [F(M)] + [F(z) — F(M)]

< F(M |+\// 2 dt\// at

< 5\F+5\/x—M
< 2eV/x

et donc | F(z) = o(y/x).

En 0,

T

F(@)| < vz /0f2

et puisque [ f? - 0, ona F(x) = o(v/x).

Exercice 21.2. Pour a > 0 et f € C*([0,a],R) telle que f(0) = 0, montrer que

[iers<s [ 1

Solution. Pour a > x > 0 posons

= [C1rwar
0

’(t)dt] < [Nt = gt

Pour tout z € [0,a] on a

et donc

[ists1= ol = oo = E =S ([Mire) < ([ o) ([ )

ce qui fournit finalement
[usns<s [ r
0 2 Jo

O

Exercice 21.3. Soit f € C1(R,R) telle que f et f’? soient intégrables. Montrer que f admet 0
pour limite en +oo.

Solution. On démontre d’abord le lemme qui fait ’objet de I'exercice : une fonction unifor-
mément continue et intégrable possede une limite nulle en +oo. Il reste a prouver le
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Lemme 21.3.1. Soit ¢ : R, — R de classe C' et ¢’ de carré intégrable. Alors ¢ est uniformé-
ment continue.
Preuve. Soient z,y € Ry.

y y y )
/ @’(t)dtlﬁ\/ / wdt\\/ [t < vy [ ora= V=i
z z z 0

et donc ¢ est 1/2-Holderienne. On a alors pour tout € > 0

lp(z) — @(y)| =

2
o=yl < = |p(x) — ply)| < ¢
T+ ]2)

et donc ¢ est uniformément continue.
On déduit de ces deux lemmes le résultat. O

Exercice 21.4. Soient f,¢: Ry — R continues. Montrer que

f et g de carré intégrable # fg de carré intégrable

Solution. On va construire un contre-exemple affine par morceaux : sur [n,n + 1], on considére
un pic de hauteur h,,, de base 203, centré en n + % On veut que ¢ soit intégrable mais pas de
carré intégrable (¢ est le carré de notre contre-exemple, dont on va montrer que le carré du carré
n’est pas intégrable).

On a donc f:“ P2 (t)dt = %hiﬁn et f:“ ¢ = hypfB,. 1l suffit donc de prendre par exemple

1 1
hnﬁn = et hiﬁn = —
n n

c’est-a-dire h, =n et 3, = 25 pour n > 2. On a bien [ ¢ < +oo et [¢? = +o0. O

Exercice 21.5. Soit ¢ : R — R de classe C? avec ¢? et ¢’? intégrables.
Montrer que ¢’? est intégrable et que l'on a

Solution. Soit M > 0.

M
/ o = () (M) — (2)(0) - / oe"
0 0

2 12
or |pp'| < £ Jrf donc @y’ est intégrable. Supposons alors que f0+°° ¢'? = +00. Cela impose

@¢'(z) — +oo et done [ (%) (t)dt — +oo d'ott p?(z) — +oo ce qui est faux puisque ¢ est
“+00 +oo +oo

intégrable. Donc fo+oo ¢'? < 400. On raisonne de facon analogue en —oo.

+oo
/ ¢? < 400

— 00

Cela permet d’affirmer, en reprenant les calculs plus haut, que ¢y’ posséde des limites finies en
Fo00. On écrit donc a bon droit

+o0 +oo
/ p? = limpy' — limpy' - / 0"
o0 — 00

— 00 —0o0
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On suppose par ’absurde que [ := Emg@g@’ # 0. Par exemple, [ > 0. Soit ¢y tel que
o0

N | =~

t>to = p(t)¢'(t) >
En intégrant, on obtient pour tout ¢ > g :

©*(t) — 9 (to) > U(t — to)

et donc ¢?(t) +—> —+00; absurde. Donc [ = 0. De méme en —oo. Finalement
o0

+oo +oo
/ @/2 — _ / 9090”
—oo —oo

et donc on a par inégalité de Cauchy-Schwarz :

Exercice 21.6. Pour p = 1,2 on note
L, ={f:Ry = R | f continue et f? intégrable}

ainsi que

E={fely| fC?et f? Ly}

Soit f € E. Montrer que ff” € Lg, puis que f' € Lo, et enfin que ff’, f et f’ ont une limite
nulle en +o0.

Solution. ff” est continue, et

2 12
< T

donc est intégrable. Ainsi

Soit M > 0.

M M M
/ ()t = / FOdf(E) = FOM)FM) — F(0)7(0) — / 1y
0 0 0

Le dernier terme tend vers 0 lorsque M tend vers +oo. Supposons par I’absurde f2 pas intégrable,
cela signifie alors f(M)f/(M) — +oo c’est-a-dire (f2)'(M) — +o00 et en intégrant les relations de

Landau,
M M
- [ dtzo(/o (f >) — o (£20)

d’ott on déduit f2(M) — 400, ce qui est absurde puisque par hypothése f2 est intégrable. Donc

f'? est intégrable.

On en déduit également que f(x)f’(z) —+> L € R. Mais puisque f’ et f sont de carré
Tr—r 400

intégrable, I'inégalité d’Euclide fournit intégrabilité de ff’, donc L=0.| f(x)f'(z) — 0

r—+00




127

De l'intégrabilité de ff', ff7”, f% et f2 ont en déduit les limites nulles de f et f’ en 400 en
écrivant pour M > 0

M [e%s)
POD=FO+2 [ FOIO= PO+ [ FOfd o)
0 0

f et f’ ont une limite nulle en +o00 ‘

O

Exercice 21.7 (Opérateur de Hardy). Soit £ = {f : Ry — R | f continue de carré intégrable}.
On munit & de ||.||2 et pour f € £ on définit g=Tf : Ry — R,z +— %fomf siz#0,0~0.

1. Si f € £, montrer que g est continue et vérifie pour tout x > 0
[ awd=2 [ so- 2@
0 0

2. Montrer que g € £

3. Montrer que T : &€ — &, f — Tf = g est un endomorphisme continu de (&, |.||2) et
déterminer |||T]||.

Exercice 21.8. On note Ly I'ensemble des fonctions continues de Ry dans R de carré intégrable.
Soit f € CY(R4,R) tel que f' € Lo et x +— xf(z) € La.

1. Montrer que f est de carré intégrable, et que z — x f(x)f'(z) est intégrable.

2. En déduire que x — zf%(z) posséde une limite nulle en +oco.

([ se([ o) ([ ro)

4. Btudier les cas d’égalité.

3. Montrer que

Solution. L’énoncé donne la démarche a suivre, générique; dans un oral, la question 3 serait
posée directement.

1. f est clairement de carré intégrable : f2(z) < 2% f?(z) pour > 1. On fixe M > 0.
M N M
| Pelrel -2 sese) @
0 0 —_——
intégrable (C.S.)

donc mef2 (x) existe; on note [ > 0 cette limite.
o0

2. Supposons [ > 0. Alors il existe ty € Ry tel que

~

t
t>tg = t2f%(t) > 3

et donc en intégrant,

t
!
2 02 2
/x f (a:)dng(t to) =+

to

c’est absurde. Donc .
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3. C’est immédiat avec Cauchy-Schwarz :

(/ODQ f2)2 - (2/0+°O xf(x)f’(x)dx) <4 (/OOO x2f2(x)dx) (/OOO f'Q(x)dx>

4. Soit f telle qu’on ait égalité. Si f est nulle, il y a égalité. On suppose par la suite f # 0.
Le cas f’ = 0 est exclu, puisqu’alors f est constante, donc n’est pas de carré intégrable.

2

On dispose donc de A € R* tel que pour tout x € Ry

af(z) = Af'(z)

donc il existe A € R tel que

22
VeeRy f(x)= Aexp( 2)\)

mais cette fonction n’est intégrable que si A > 0. Bref, on vérifie que dans ce cas ¢a marche.
Ainsi cette inégalité est optimale, avec égalité pour une fonction de type gaussienne :

2
T +— Aexp (—;}\)

avec A > 0et A € R.

Exercice 21.9 (Inégalité de Hermann Weyl). Soit f € C*(R,,R) telle que
(i) t = tf2(t) intégrable sur R,
(ii) t + tf"%(t) intégrable sur R,

Montrer que f est de carré intégrable et que

/0+oo f2< 2\//0+OO tf2(t)dt\//0+ootf’2(t)dt

Solution. f est bien de carré intégrable puisque
VE> 1 f2(t) < tfA()

et f de classe C! sur R, . L’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

/O tF(2) |dt<\// Lt dt\// LF2(1)

et donc t — tf(t)f'(t) est intégrable sur Ry avec

/O+OO tf(t)f’(t)dt’ < \//0+oo th(t)dt\//o+oo tfr2(t)dt
[ isorwa =i } s [ roa=taeon -1 [ o

or
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et puisque les deux intégrales convergent,

M£2(M) Nl LeR

et nécessairement M = 0 car sinon f?(M) ~ & qui n’est pas intégrable. Conclusion : [~ ¢ f(t)f'(t)dt =
— L[ f2(t)dt et ¢
5 Jo par conséquent

/;DO A< 2\//0+OO tf2(t)dt\//0+ootf’2(t)dt
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Chapitre 22

Intégrale : suites et séries

Exercice 22.1 (Théoreme de convergence monotone). Soit I un intervalle de R, (f,,) une suite
croissante de fonctions continues par morceaux de I dans Ry qui converge simplement vers une
fonction ¢ : I — R, continue par morceaux. Montrer

(i) Si ¢ est intégrable, alors [, f, — [ .

n—-+oo

(ii) Sinon, f[; fn el +o0.

Solution. Si ¢ est intégrable, on peut appliquer le théoréme de domination (¢ domine) ce qui
fournit le résultat. Sinon, si

L:sup/fnéﬁ

on peut supposer L < +o0o. Pour a,b € T avec a < b on applique le théoréme de domination aux
restrictions & [a, b] de toutes ces fonctions et on a donc fab ¢ < L. Alors

0 sup I 0 M
= = i li <2L <
e infl v + /0 14 MgirrllfI/M ¥ + Malrsﬂpl 0 = oo

absurde! Donc L = +00. Le théoréme est prouvé. O

Exercice 22.2 (Intégrale de Gauss). Calculer

+oo e
e " dt.
—00

Solution. La fonction

Ry — Ry
fed, L [(-%) sio<t<ym
0 sinon

t

. . 42 . s s
est continue par morceaux et converge simplement vers ¢t — e~" , continue et intégrable sur R .

On a par ailleurs, pour tout n € N et ¢ € [0, /7],

2 n
0§<1t> <e
n

131
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Les hypothéses du théoreme de convergence dominée sont vérifiées, donc

v £2\" e
/ (1—) dt — / et dt
0 n n—+oo 0

Reste & évaluer la suite d’intégrale. On obtient par le changement de variable ¢ = \/nu

/Oﬁ <1— i)ndt:ﬁ/olu—uz)”du

= \/ﬁ/2 (1 —sin? )™ cos #df (u = sin 6)
0

—n / © 082" df = Wan s
0

ou W,, désigne la n-ieme intégrale de Wallis. Or on sait trouver un équivalent de W,, en +o0 :

i s

2 2
Want1 = / cos? 1 9dh = / cos?™ fd sin 0
0 0

z
= 2n/ cos?” 1 9sin? 0do = 2n(Wap—1 — Wap 1)
0

donc Wo,,11 = %Wgn_l et par récurrence immédiate (W = 1) et en réarrangeant les termes :
22n(pl)2 ™
Waopt1 = ()
(2n +1)! 2(2n+1)

d’ou 'on déduit le résultat :

Exercice 22.3. Soit
R — R

I S / €_tQCOS(l‘ﬁ)dt
0

f est-elle DSE en 07

Solution. On constate que pour z fixé, 'intégrande est bornée par une exponentielle intégrable,
donc est intégrable. Donc f est bien définie.

Soit = € R.
© s * e[ (=) ()™ * [ ()" (tw)*re "

fx:/ etcosxtdt:/et ———— | dt = — | dt

=), andt=Jo <\ 2y , \Z T e
Pour n € N, notons

R+ — R
—¢? n
Unp, - AN (_1)ne ’ t2 2n

(2n)!
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up est continue et intégrable, car u, = O(e‘tQ) au voisinage de +oo. La série de fonctions
Y >0 Un(t) converge simplement en ¢ — et cos(xt) qui est continue. Soit N > 0.

t277, —t2 o]
Z/ |w, (t)|dt = / z?dt < / et ch(zt)dt < 400
2n)! 0

done 37, 5 fR uy, (t)dt converge.
On peut donc permuter »_ et f , ce qui fournit

Z / nt2n 2n€—t2

Entreprenons alors un calcul rituel.[]

(2= (o) (1) = (o 2) (o 8) b (2) = s ()
(ve2) = o ()

1 (—x)* (1 1 (1 _=2 7 _:2
1@) =2 5 g F(2>_2F(2>e T=ye

n=0

et on en déduit

On peut par ailleurs prouver directement que la limite de f(z) est nulle en 400 & 'aide d’une
intégration par parties. O

Exercice 22.4. Prouver que

1 oo
Iny 1

dy=Y s

2 _ 2

/0 P17 2 ent )

Solution. Apres avoir vérifié 'intégrabilité aux bornes, on va chercher un développement en série

. In
de fonctions de y +— yzf’l.

On considere pour n € N

J Ry = R
Un. - t o t2Int

et on justifie que la série Y u, vérifie les hypothéses du théoréme de convergence dominée pour
les séries. (AQT). On peut permuter les signes.

1 1 1 42n
1 1 #2ndt
/ 27 In tdt = / Intde?t = —— ([ Int]; — /
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d’ou en sommant

1 [eS)
Iny 1
2_ 1 Z 2
/0 y 1 — (2n+1)
O
Exercice 22.5. Calculer - B
Z
Z(—l)"/ cos™ 6d6.
n=0 0

Solution. Posons

z
an:/ cos” tdt.
0

La suite (a,) est positive et décroissante. Le théoréme de domination assure que a,, — 0. Ainsi
la série en question vérifie le CSSA, et donc converge. Reste a calculer sa somme.

i(l)kak/g 1+ (=1)"cos™ ! 6do /gd€+(1)n/gcos"+19d€
0 1+ cosf o 1+4cosé . 1+ cost
—_—

San+1 —0

donc

S i e
Z(—l)"/ cos™ tdt :/ — =1
o 0 o 14cosf

par un simple changement de variable en ¢t = tan g.

Exercice 22.6. Déterminer -
Fl
lim sin(t"™)dt.

n— oo 0

Solution. On a pour n € N* :

3 1 3
/ sin(¢")dt z/ sin(¢")d¢ —|—/ sin(¢")dt
0 0 1

Le premier terme tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini, on le justifie a 'aide du théoréeme de
convergence majorée.
Pour ce qui est du second terme,

st 1 (1)77' .
/2 sin(¢")dt = 7/ ’ sm(ul) du
1 n 1-5
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Le théoréme de convergence dominée fournit encore une limite nulle pour la derniére intégrale.
Le reste tend également vers 0.

™

lim [ sin(t")dt = 0

n— oo 0
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Chapitre 23

Intégrales a parametre

Exercice 23.1 (Théoréme de continuité des intégrales & parametre). On se donne A un métrique
et I un intervalle de R. Soit F(x) = [; f(x,t)dt définie pour z € A. On suppose que :

(i) Pour tout = € A, t — f(z,t) est continue par morceaux sur I.
(ii) Pour tout t € I, & — f(x,t) est continue sur A.

(iii) Pour tout z¢ € A, il existe un voisinage U de z et ¢ intégrable sur I tels que :

V(z,t) e UxT |f(z,t)] < o(t).

Alors F est définie et continue sur A.

Solution. L’existence de F est obtenue par domination. Il reste a prouver sa continuité en un zg
donné. Soient U un voisinage de ¢ inclus dans A et ¢ vérifiant

V(z,t) e UxT |f(z,t)] < o(b).
On se donne (y,,) € UN une suite tendant vers xg et on note

gn it f(ynat)~

La seconde hypothése fournit que g, converge simplement vers ¢ — f(xo,t), tout en étant
dominée par ¢, donc le théoreme de convergence dominée s’applique et on a par conséquent

/Ign(t)dt "_>—+>OO /If<x07t)dt

c’est-a-dire F(y,,) "y F(x). Critere séquentiel vérifié. F est continue. O
n—-+0oo

137
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Exercice 23.2 (Théoréme de dérivabilité des intégrales a parametre). On se donne A un mé-
trique et I un intervalle de R. Soit F(x) = [ f(x,t)dt définie pour z € A. On suppose que :
(i) Pour tout x € A, t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur 1.

(ii) Pour tout t € I, z — f(z,t) posséde une dérivée x — %(x, t) continue sur I.

(iii) Pour tout xg € A, t — %(:ﬂ, t) est continue par morceaux et il existe un voisinage U de zg
et ¢ intégrable sur I tels que :

V(z,t) € UxI ’gi(x,t)‘gtp(t)
Alors F est de classe C! sur A et
of
A Flz)= | =(x,t
Vo € (x) | Or (z,t)dt

Solution. Quitte a séparer parties réelle et imaginaire, on suppose f réelle. On se donne zg € A
et U un voisinage convexe de zp dans A, ainsi que ¢ intégrable sur I tels que

(z,t) € UxI=[f(z,1)] < o(t)
Soit (y,) € (U \ {zo})" une suite tendant vers xo. On pose de plus

f(ynst) = f(o, 1)

Yn — To

Gn 1t —
Sin € Nett el on dispose (accroissement finis réels) de ¢,, € [zg, yn] tel que

£y t) = F(z0,1) = (o = 70) 32 (0,1

et alors

9001 < |52 cnot) < 010

On applique alors le théoreme de convergence dominée, on a donc

of
/Ign njoo /I%(xo,t)dt

R o [t

Autrement dit :

ox

Ainsi F posséde une dérivée en xg et on a son expression. En appliquant de nouveau le théoréme
de convergence dominée, cette fois-ci a

N

on obtient que F/ est continue. O
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Exercice 23.3 (Intégrale de Gauss). On pose

1 o—a?(14¢%)
= —dt
f(@) /0 1+ 2

1. Montrer que f est de classe C! sur R.

2. Relier [/ &

F:x|—>/ e_tzdt
0

“+oo
/ e~ dt.
0

et en déduire

2 2
Solution. 1. Soit G la fonction définie sur R x [0,1] par G(z,t) = eliilt:t)
— pour tout t € [0,1], x — G(x,t) dérivable sur R
— pour tout ¢ € [0,1], z — L&(z,t) = 2z~ (1+%) et continue

— pour tout x € R, t — %(%, t) est continue, de limite nulle en +oo, donc z — |%—S(m, t)’

admet un maximum M(¢) sur R, et ¢ — M(¢) est intégrable sur [0, 1].
Les hypotheses du théoréme de domination pour les parameétres dérivables sont satisfaites,
f est de classe C' sur R et pour tout x réel,

1
flz) = 72:17/0 e~ () gy

1
:_23/ e~ @4t
er 0

T
_ 2 _ 2
=—2e¢" / e " du
0

fl(@) = =(F*(x))

. On a donc pour x réel

donc il existe A € R telle que
F2(z) + f(z) = A

or F(0) =0 et f(0) = § donc A = 7. Par ailleurs,
1 —2%(1+t?)
€ 27
< = _— < e T
0= f(@) /0 1+ ¢2 dise 403ij

donc limF? = 7 et par conséquent
+oo

%

+oo
—¢2
/ et dt=
0
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1. Montrer que s est C°.
2. Déterminer sa série de Taylor en 0

Exercice 23.4. Soit
Ry — R

) oo —t
5 T / C _a
o l+uat

. Quel est son rayon de convergence ?

Solution. La fonction

Ry xR — R
K-{+ +

—t
(SL’, t) = 1€+zt

est continue est deux variables. Pour tout (z,t) € R

donc K(z, ) est intégrable sur R;. Don
On a pour tout p € N

IK(z,t)| <e?

¢ s est bien définie et continue.

OPK (2.1) = e 'tP(=1)Pp!
dzr (1 + at)p+1

et la fonction 37 :

9"K . R, x Ry — R est continue. On a par ailleurs

OPK
t)| < pltPe™t
81']9 (CL’, )‘ — p €
M, (t)

avec M,, fonction continue et intégrable puisque M, (t) = O(e~"/2).

s est C° et Vo € Ry

(p) _ i (_1)pp!tp€7t
VpeN WP (x) /0 N

Notamment

20 = [T

tPe~tdt = (—1)Pp!/ e~ tHPdt = (—1)Pp!?
0

et la série de Taylor de s est donc | ) - (—1)"n!z"

dont le rayon est nul, puisque (critére de

D’Alembert) :

—1)ptt 1)!
‘( ) (p+)’=p+1—>+oo

(—=1)Pp!
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Exercice 23.5 (Fonction T' - transformée de Mélin). Pour z € C, R(z) > 0, on pose

F(z):/ t*~tetdt
0

et on note Il = {z € C | R(z) > 0}.

1. Justifier cette définition et montrer que I'(z 4+ 1) = 2I'(z) pour tout z € II.
Exprimer I'(n) pour n € N*.

2. Montrer que I' est continue sur II et en donner un équivalent en 0V,

3. Montrer que I' est de classe C* sur |0, +o0o[ et exprimer ses dérivées. Montrer qu’elle est
log-convexe.

4. Montrer la formule de Gauss :

1 .
Vz eI, )~ nEIfoo <

z ﬁ (1 + %) ei> eV’?

k=1

Solution. 1. Deux singularités, en 0T et en +oo.
En 07, si z = x + 4y € IT alors
|tz—1e—t| — tm—le—t

et on a x —1 > —1 donc la fonction est intégrable en 0.

En +o00, on a
1
z—1 _—t __

La fonction I' est bien définie. Par ailleurs, pour tout z € II,

o0 5o o0
/ tFetdt = [tPe™"] +z/ t*~letdt
0 —— 0
=0

et ainsi
I(z+1) =2I'(2)

On en déduit, puisque I'(1) = 1, que pour n € N,
I'n+1) =n!
2. Soit zg € II et soient a,b € R vérifiant
0 < a <min(l,R(z0)) < max(1,R(z)) < b

et considérons
U={ze€Il|R(2) € [a,b]}

U est un voisinage de zy. Pour 2z € U,
Ve €]0,1] ¢ < t?
Vt € [1,4o00] [t7] <P
Et de 1a on en déduit la domination :
VzeU WteRy [t le | <t +tb e

intégrable
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On peut donc appliquer le théoréme de domination : I' est continue sur U, puisque l'inté-
grande est continue sur IT x R% . Par conséquent, I' est continue sur II.
Pour ’équivalent en 0%, comme I' est continue et I'(1) = 1,
I'z+1 1
()= L&+ 1
x x
3. On reprend zg, a et b comme dans la question précédente. (z,t) — t*"Le~t est C* sur
]0, +00[%. La domination est donnée par
k
ﬂ(w )| = |Int|ft" e < (17 407 |Int|Fe
8xk ) - —

et la fonction dominante est intégrable. Ainsi I' est C* sur [a, b] pour tout k. Donc| " est C> sur ]0, +oo]. ‘

et on a ’expression de ses dérivées.

In oI est convexe :
T — Fl2

T2
et on constate que

@ = (/O°° hl(t)ett“dt) = (/OOO e T 1n(t)eétw;>2
< (/Ooo 1n2(t)e_tt't_1dt> (/OOO e—ttz—ldt>

et donc (InoI')” > 0, ainsi I' est In-convexe, en plus d’étre elle-méme convexe.
4. Soit z € II fixé. Pour tout ¢ > 0 on a

n
(1_t> tac—l N e—tt;c—l

n n—-+oo

(Inol')” =

2

On pose donc

(l—i)ntz’1 sit<mn
o n -
In {0 sinon

Pour tout (t,n) e R x Non a

< ]

intégrable sur r;

ou z = R(z) > 0. Le théoréme de convergence dominée s’applique et

/Oo fa(®)dt — /00 t*"le7tdt =T'(2)
0 n 0

—+o0

/OOO fo(t)dt = /On (1 — ;)ntzldt

1
= n/ (1 —u)"n* " tdu
0

1
ezlnn/ (1 _u)nuz—ldu
0

In
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Calculons I, pour n > 0. I = % En intégrant successivement par parties on obtient (apres
une récurrence)

n!
T 2z+D..(z+n)
Et donc n*n!
[(z) = lim (Z(Z +1)..(z+ n))
Or: z(z+1) (z+mn) ﬁ( )
et donc -

2(z+1)..(+n) ﬁ((”%) f) (144 4.+ 1 —Inn)

n'nz
k=1
d’ou 'on déduit la formule de Gauss

F(lz) - HEI}}OO (Z H ( ) Z) e

k=1

('b

valable pour tout z € II.

Exercice 23.6. Donner un équivalent simple de

I(¢) :/ z'sin zda
0

lorsque t — +oc.

Solution. C’est un exercice typique de «pesée» d’une intégrande. On se ramene d’abord en 0 par
les changements de variable suivants (¢ > 1) :

T T t 1
I(t) = / (7 — 6)'sin6dh = nf/ (1 — 9) sin Adf = Tl't+1/ (1 —s)'sin7sds
0 0 m 0
J(s)

Le «poids» de 'intégrande semble étre en s = 0 et on va donc comparer J(t) a

K(t) = /0 (1 —s)msds

Evaluons d’abord K(t).

k() = [ (1 o)tmads = / Cyr(1 -yt (~5v) a (ev.y=(1-s))

0 1

1 1 y%_l 1 1 y%
/ (1—y?) dyz/ 7r(1—y7) —dy
0 t 0 t

1 1
t_y,)dy:“{l_l] G S
t1+1 1+2 t(1+3)(1+2)

I
<
3

Il
~13
S—

s
—
@\
=+l



144 CHAPITRE 23. INTEGRALES A PARAMETRE

et il ne reste plus qu’a évaluer |J(t) — K(¢)|. Pour cela, prouvons le

Lemme 23.6.1. Il existe A € Ry tel que pour tout 6 € [0, 7], |6 —sin | < AG3.

Preuve. La fonction qui a 6 € R* associe 0’5%‘9 si 6 # 0 et & zéro associe % est sur R la somme

d’une série entiere, donc elle est continue et bornée sur [0, 7).
Finalement,

1
[J(t) — K(t)] < /0 (1 —s)"|ws —sinmws|ds
< A/ (1 —5)ts3ds = M(t)
0

or quand t — +oo

1 1
[ 1 3 3 1
M(t) = A 1—s)ts?d :A/ t1—y)3dy = A — -
®) /0( s)'s7ds Oy( y)dy t+1 f+12 t+r3 114
1 1 6 9 4 1
(12— bt 2 _ 14 Z -
t( 3+ +3- 2 +t+o<t2))

(&)= (&)

et donc J(t) ~ K(¢). Conclusion :

|
o

+oo  t2

T t+42
t o ™
/ x'sinzdr ~
0

Exercice 23.7. Etudier pour a € R

/‘X’ 0do
14+ 02sin%0

Solution. L’intégrande étant positive, on peut se contenter d’étudier la convergence de I'intégrale
sous la forme d’une somme d’une série, c’est-a-dire, par exemple, étudier la série de terme général

(n+1)7 0do
¢ /nﬂ' 1+ 6o sin? 0 pout i =

On va encadrer grossierement ce terme :

/(n+1)7r nrdd B B /(n—i—l)ﬂ' (n + 1)7do
an < T
nm L+ ((n+1)m)esin?0 — nr 1+ (nm)esin? 0

et on montre le

Lemme 23.7.1. Pour tout A > 0.

/7T de o
o 1+Asin?0 1+

Preuve. On effectue le changement de variable ¢ = tan € et on obtient le résultat.
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Ce lemme prouvé (par le lecteur), on a donc pour tout n > 1,

nm? cq < (n+1)m2
I+ ((n+)me ~ "~ 1+ (nm)®

2 . 7 . .
T ”% et donc‘ I'intégrale converge si et seulement si o > 4.
nm

mais les deux encadrants sont équivalents a (

On définit donc & bon droit
4,400 — R

© 0 /OO 0do
- 14 60sin?6

On peut dominer l'intégrande, qui est séparément continue, sur tout intervalle ouvert |3, +00]
avec § > «a. Par application du théoréeme de domination des intégrales & parametre continue,
©|]8+o0] €St continue pour tout 8 > «, donc ¢ est continue. O

Exercice 23.8. Pour z € R, on pose
I(z) = / In(1 — 2z cos @ + x2)df
0

1. Justifier cette définition.
2. Exprimer I(z?), I (1), I(—z) a l'aide de I(z).
3. Calculer I(z) pour 0 < z < 1, puis pour x € R.

Solution. 1. Pour 6 € [0,7] et z € R,
(1 —2xcosf + %) = (x — cosf)? +sin’ 6 > 0

et il y a égalité si et seulement si (6 € {0,7} et x = cosf).
On définit pour z € R\ {—1;1} la fonction
[ 0,7] - R
a - 6 — In(l—2zcosf+ 2?)

ainsi que

J 107 = R o= - R
‘Pl'{ 0 — In(2(1—cosf)) et ‘Pl'{ 6 — In(2(1+cosb))

Les ¢, sont continues, donc I(z) est bien définie si « # {—1,1} et une évaluation de ¢; et
(p_1 montre que ces fonctions sont intégrables : par exemple au voisinage de 0 pour @1, on

obtient un O (%) On a un résultat analogue en 7 pour ¢_j. ’ I(z) bien définie sur R. ‘
2. Soit z € R.

I(—x) :/ In(1 4 2z cos @ + x2)df
0

/ In(1 — 22 cos(m — 6) + x)do
C

n(1 — 2z cosf + 2%)do
0

"
I(z)
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Soit z > 0.

1<1> :/ In (1+200S9+$2> 9
T 0 T
:/ ln(1>—|—ln(x +2mcos€+1) do
0 Z‘
1
I<> = 2rlnz + I(z)

T
Et enfin
I(xQ):/ n(1 — 2z%cos 6 + z*)dd
0
1
:5/ n(1 — 2z%cos 6 4 z*)dd
1 9 0 9 0
=3 (/Wln(<x 2xcos2+1> (x +2x0082+1>)d0>
1/ ) 0 ) 0
=3 (/0 ((m —21’COS2+1> (ac +2x0052+1>>d0>
;(2/ In(xz2 72xcosoz+1)doz+2/ 1n(x2+2:1:cosa+1))do¢>
0 0
= 2I(
3. Pour tout > 0 on a donc
I(z) =1(—x)
I(m)—I(%) =2rlnx
I(2?) = 2I(z)

Montrons que I est continue sur [0, 1]. On pose
K- [0,1] x [0,7[ — R
‘ (2,0) +— In(z? —2zcosf+ 1)
K est continue selon z et 6 et
sin?@ < 22 —2xcosf+1<4

donc

|K(x,0)| = |In(z? — 2z cosf + 1)] <In4 — 2Insinf

| ——
intégrable

On peut appliquer le théoréme de convergence dominée, et donc I est continue sur [0, 1].
On note p = m[ax]|I(x)|. Soit x € [0, 1] tel que |I(z)] = p. Alors
x€(0,1

)

<

donc p = 0. Conclusion :

[ 2xlnz  sifz|>1
I(I){ 0 silz[<1
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Exercice 23.9 (Intégrale de Fresnel). 1. Montrer que

/ 22 q / dz
—~  _dxr=
Rl'4+]. R1'4+1

et calculer la valeur commune.

2. On pose pour t > 0

+oo o —(a®+i)t”
F(t) = / —————da.
0 e+

Montrer que F est continue et étudier sa limite en +oo.

3. Montrer que F est de classe C' sur R%.. Calculer F/(t) pour ¢ > 0.

+oo
/ et dt
0

4. Montrer que

converge et calculer sa valeur.

Exercice 23.10. Soient f,g: R — R continues, intégrables et bornées.
Montrer que s — [, f(s —t)g(t)dt est continue, intégrable et que

[ (fre-oma)e= (1) ([

Intégrale : Boite a outils

Recherche d’équivalent
— Comparaison série/intégrale
— Divination et majoration de la différence
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Chapitre 24

Systemes différentiels linéaires

Exercice 24.1 (Lemme de Gronwall). Soient a < b deux réels, k > 0 et u,v deux applications
continues de [a, b] dans Ry. On suppose :

Vo € [a,b] wu(z) <k+ /w u(t)v(t)dt

Montrer qu’alors :

vz e la,b] uz) < kexp ( / ’ v(t)dt)

Solution. On suppose k > 0. Pour z dans [a, b],

k+ [y u(t)v(t)dt

< v(z)
ce qui fournit en intégrant

In (k + / u(t)u(t)dt) —Ink < v(x)

et donc

k+ /j u(t)v(t)dt < kexp (/: v(t)dt)

ce qui finalement fournit avec I’hypothese

u(z) < kexp </jv(t)dt)

Le résultat est prouvé pour tout k > 0. En faisant tendre k vers 07, on obtient le résultat (que
lon peut également prouver directement avec des majorations bien trouvées). O
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Exercice 24.2 (Cauchy-Lipschitz linéaire). K désigne le corps de base, égal & R ou C. Soit I
un intervalle non trivial de R, E un K-e.v de dimension finie non nulle, A: T — L(E) et B: I —
continues. On considere le probleme de Cauchy :

(&) : X'(t)=A@)X(t) +B(¢)

Alors pour tout (#p,Xp) dans I x E il existe une solution et une seule de (£) sur I telle que
X(to) = Xo-

Solution. La donnée du probleme de Cauchy est équivalente a

Viel X(t) =X+ /t(A(s)X(s) + B(s))ds

to

— Existence : on procéde de fagon itérative. On pose Xqo(t) = Xy pour tout ¢ dans I, puis
pour n € N,

Viel X,pi1(t) =X+ /t(A(s)Xn(s) + B(s))ds

to
Soit J un segment non trivial de I contenant t;. On note & bon droit (continuité et
compacité) :

M = sup|[|A(t)]]|
ted
K = sup||X;(t) — Xo(?)]|
tel
Montrons par récurrence que
KM”“, _ t0|n

Vne Vted [Xna(t) —Xa(t)] < -

C’est vrai au rang n = 0. Soit n € N tel que le résultat soit vrai au rang n? Alors, pour

teld,
t t
[Xn41(t) = Xn(®)] = t A(s) (Xn41(s) — Xn(s)) ds|| < t [A(8)(Xnt1(8) — Xn(s))[ ds
t _ n
< /KMxM”'StO'ds’
to n!
n+1|4 n+1
<KM [t — to]

- (n+1)!

et la récurrence se propage. On a ainsi sur J, en notant a = suplt — ¢,
teJ

’I’Lan
HXn-&-l *XnH < KM F

Donc la série Zn>0 Xp41 — X, converge normalement sur tout segment de I, donc la
suite (X, )nen converge uniformément sur tout segment de I. On note X la limite de cette
suite, et on peut correctement passer a la limite, notamment sous U'intégrale, puisqu’on
remarque que la convergence de (AX,, +B) est également uniforme sur tout segment, tout
cela pour obtenir

Viel X(t)=ZXo+ /t(A(s)X(s) + B(s))ds

to
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— Unicité : Soient X et Y deux solutions telles que X(tg) = Y(tp) = Xg. Alors Z =Y — X
vérifie Z(tg) = 0 et
vted Z'(t)=AR)Z(t)

donc

I1Z" @1 < HAOIZ@)]
pour ¢ dans J et par conséquent, en notant u(t) = j;tu ||Z'|| on obtient
t t
u(t) < / A G)IHIZ(s)l|ds < / A (s)[l|u(s)ds
to to

et le lemme de Gronwall (exercice [24.1]) fournit u = 0, donc Z constante égale a Z(tp) = 0
sur tout segment de I contenant ¢y. L’unicité est prouvée.

O
Exercice 24.3. Soit A € C°(R, M,,(R)). On considére I'ensemble € défini par
E={XeCYR,R"), X'(t) = A(t)X(t)}.
Soient fi, ..., f, une base de £.
1. Calculer det(f1, ..., fn)-
2. On suppose maintenant que A € C°(Ry, M, (R)) et que A est intégrable sur R .
Soit X € £. Montrer que X est bornée et possede une limite en +oo.
3. Montrer que I'application ¢ définie par
R = R™
P o — X(+o00) ou X € £,X(0) = zo
est un isomorphisme.
Solution. O

Exercice 24.4 (Gronwall - Variante). Soient f,g: R — R continues, k > 0 et tg € R tels que
t
Vit>to, f(t)<glt)+k [ f(u)du. (24.1)
to

Montrer que :

t
Vit (1) <g(t)+k / =) g ().
to

Solution. On pose, pour tout t > g,
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d’apres (24.1]). Donc pour tout ¢ > to,

ce qui donne
t

t t
flu)du < ekt/ g(u)e_k“dUZ/ g(u)ek(t_“)du
to

to to

et finalement en réinjectant cette inégalité dans (24.1) on obtient

£(t) < g(t) + & / ) g u)du

to

O

Exercice 24.5 (Gronwall - Généralisation). Soient f, g, h : [a,b] — R des applications continues.
On suppose g > 0 et

t

Vtea,b], 0<f(t)<h(t) —|—/ g(u) f(u)du. (24.2)

a

Montrer . .
Vtea,b], 0<f(t)<h(t) +/ g(u)h(u)efu Ydu.

Solution. Pour t > a, on pose
t
v = [ o

F' < gh+gF

La fonction F est C! et vérifie

On réécrit cela
F'—gF=gh+¢

ol ¢ : [a,b] — R continue négative. Fy : t — exp ( f; g) est une solution de I’équation homogene.

Il existe C : [a,b] — R contintiment dérivable telle que F = CFy. En injectant dans 1’équation,

on obtient
o _9hte
Fo

Par ailleurs, F(a) = 0 donc, pour tout ¢ > a,
t t t t a
gh+¢ gh @
t) = = — — < h d
o= [ PE— [ [ 2 < [gwnwen ([ g)
-
<0

ce qui donne finalement en multipliant par Fq(t),

/at 9f < /atg(U)h(U) exp (/utg> du
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et en réinjectant dans (24.2) on obtient

0< F(t) < h(t) + / ' gu)h(es)exp ( / t g) du

O

Exercice 24.6. Soient I un intervalle, a et b deux fonctions réelles continues sur I, et f une
solution non identiquement nulle de

y" +ay’ + by = 0.

Montrer que les zéros de f sont isolés.

Solution. On raisonne par 'absurde en supposant que f posséde un zéro isolé noté c. On dispose
donc d’une suite (x,,) de zéros de f qui converge vers « avec x,, # a quel que soit n. Alors

0= f(aiii(xn> T

Donc f est solution du méme probleme de Cauchy que la fonction nulle, donc f est identiquement

nulle ; absurde. ‘Les zéros de f sont isolés. ‘ O

Exercice 24.7 (Théoréme d’entrelacement de Sturm). Soit I un intervalle non trivial de R. On
se donne a,b : I — R continues et y : T — R une solution de (£) : 2z’ +az’ + bz’ = 0. On suppose
y non identiquement nulle mais s’annulant au moins deux fois.
1. Etablir 'existence de a, 8 € I, & < f tels que y(a) = y(8) = 0 et y(t) # 0 pour tout
a<t<p.

2. Montrer que si z est une solution de (£) non liée & y, alors z posséde un et un seul zéro sur

Jov, Bl.

Solution. 1. Soient u et v vérifiant u < v tels que y(u)~u(v) = 0. Soit w €]u,v| tel que
y(w) # 0. Considérons 'ensemble

F={acuuw]|yla) =0}

qui est un fermé non vide de [u, v] donc de R. On pose & bon droit & = sup F et notamment
o F#F w.

On construit de méme 8 €]w, v] tel que Vt € [w, B] y(t) # 0. On a ainsi établit existence
de a < S tels que ‘ y(a) =y(B) =0 ‘ et ‘y(t) # 0 pour tout t €]a, A]. ‘

2. y et z forment un systéme fondamental de solutions, donc w = 3’z — yz’ ne s’annule
pas, donc (TVI) garde un signe constant sur Jo, 3], par exemple w > 0. Comme y ne
s’annule pas sur |o, 8], ¢'(a) = —y'(8) # 0 (Cauchy-Lipschitz/Wronskien) ; or w(«) a le
méme signe que w(f) donc z(a) < 0 et z(8) > 0 donc (TVI) z s’annule en un point de
Jay, B, et ceci qu'une seule fois, car z et y jouent des réles symétriques : deux zéros de z
permettraient de trouver un zéro de y dans |a, S[... Donc il y a bien un et un seul zéro.

‘Les zéros de z séparent ceux de y. ‘

O
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Exercice 24.8.
E={feC*([0,1],R | f(0) = f'(0) = 0}

On définit N et v sur E par N(f) = || flloo + |/ loc €t v(f) = |f + [ |-
Montrer que N et v sont des normes équivalentes sur E.

Solution. L’homogénéité, 'inégalité triangulaire et la séparation découlent des propriétés de ||.|
ainsi que du théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire dans le cas de v.

Il est immédiat que Reste a trouver une constante A € R telle que N < Av.
Soit f € E. Exprimons f a l'aide de ¢ = f + f”. f est solution de

Y'+y=o¢
y'(0) =y(0) =0

Un systeéme fondamental de solutions pour I’équation homogene est (¢ — cost,t — sint). Selon
la méthode de variation de la constante, on dispose de A, p : [0,1] — R de classe C! telles que

fy\ cos sin
() =2 (55) ()

et on obtient, apres des calculs de routine,

W (t) = (1) cost
N(t) = —p(t)sint

Il existe a et b des constantes réelles telles que
t t
u(t) =a+ / o(u) cosudu At)=b— / o(u) sin udu
0 0
et f(0) = f/(0) =0 fournit @ = b = 0 ce qui finalement permet d’écrire
t t t
ft)=- cost/ o(u) sinudu + sint/ o(u) cosudu = / o(u) sin(t — u)du
0 0 0
d’ott 'on déduit

1flloo < llplloc(X =cos 1) [If"llec = ll¢ = flloc < ll@lloo(2 — cos1)

et finalement ‘ N < (3—2cosl)v. ‘ O

Exercice 24.9. Soit f € C'(R,,R) vérifiant

fl(x)+ f(z) — LR

Tr— 400

Montrer que f tend vers [ en 4o0.

Solution. On se ramene a une équation différentielle :

yt+y=Il+e
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avec Eme = (. La solution générale est obtenue par la méthode de variation de la constante :
oo

VeeRy f(z)=ae®+l—e"+ 6796/ e(t)eldt
0
Comme fooo etdt diverge et que e(x) = o(1), par intégration des relations de Landau,
/ e(t)eldt = o(e")
0

et donc e=* [ e(t)e'dt —s 0. On en déduit :

T—~400

O

Exercice 24.10. Soit f une fonction de classe C! de R, dans C, A un nombre complexe de
partie réelle strictement négative. On suppose que (f' — Af)(z) tend vers 0 lorsque x tend vers
+00. Montrer que f(z) tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

Solution. On pose o = f' — Af. La fonction f est solution de 3’ — Ay = ¢. La résolution de cette
équation par la méthode de variation de la constante fournit, pour tout ¢ > 0,

F(t) = F0)eM + M /0 =),

-z 7Ax)

Or ¢(z) Nl 0 donc ¢(x)e =o(e et par intégration des relations de Landau, puisque

R(A) < 0, on obtient fof o(u)e " du = o(e™**) ce qui finalement donne
F(t) = f(0)e* +o(1) = o(1)

Ainsi [limf = 0. O
+o00

Exercice 24.11. Soient a €]0,+o0[ et f : Ry — C. Montrer que si f est de carré intégrable,
alors I'unique solution g : R, — C du probleme de Cauchy

Y +tay=f
y(0) =0

est de carré intégrable.

Solution. Quitte a séparer R(g) et I(g) on suppose g réelle.
g +ag=f

Donc
g’2+2agg’+a292=f2
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On suppose par I'absurde que g2 n’est pas intégrable. Alors, si M > 0,

M M M M
”2 a / o2 2 _ 2
/0 g (t)dt +2 /0 g(t)g' (t)dt + /0 g-(t)dt /0 fF@)de

— Le[0,+o0 — +oo o r2
+ o0 [ ] +oo J:ofo f

donc

or 2a > 0 donc finalement

Absurde. Donc

(o)
/ g*(t)dt < 400
0

Exercice 24.12. Soient R > 0 et ¢ :] — R, R[— C la somme d’une série entiere.
Soient a,b € C.
Montrer que la solution du probleme de Cauchy

y'=—qy
(y(0)> yl(o)) = ((l, b)

est la somme d’une série entiere.

Solution. On note
S={y:]-R,R[=ClyCSety” = —qy}

qui est un C-e.v de dimension 2. On cherche un e.v de dimension 2 inclus dans S et constitué
de sommes de séries entieres. On note £ I'ensemble des fonctions de | — R, R[ dans C qui sont la
somme d’une série entiere.

Soit Y a,t™ une série entiere de rayon de convergence supérieur ou égal & R et dont la somme
y est dans £. Si la somme vérifie le probleme de Cauchy, alors

+00 —+oo n
Z(n +2)(n+ Da,t" = — Z (Z akqn_k> t"
n=0 n=0 \k=0

et donc pour tout n entier de N,
n
(n+2)(n+1)ansa = — Y ki
k=0

Soient « et 8 des complexes. On définit a,(«, 8) = a, par
ay =« a1 =p

et pour tout n > 0

n

1
(079 = T AN N arqn—
2 (n+2)(n+1)k§ Kin—k
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Soit r €]0, R[. Montrons que (a,r™),>0 est bornée. La suite (g,r™) l'est par un réel positif m,..
Soit ng tel que r?m, < ng. On pose L = , Jax |anr™| et on montre aisément par récurrence que
SRSNo
(anr™) est bornée par L.
Ainsi (a,r™) est bornée quel que soit r €]0,R[, donc le rayon de convergence de Y a,z"

est supérieur ou égal & R. Or la somme f, g de cette série est solution du probleme de Cauchy
associé a la condition initiale (a, 3) et donc

. c? - S
@.{ (@, B) = fap

est linéaire injective. Donc ¢(C?) est de dimension 2 et on a prouvé ce que I'on voulait, c’est-a-dire

O

Exercice 24.13. Résoudre sur |1, +o00]

, T
—t=2
y+(1—x2) T

Solution. Equation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre : 'ensemble des
solutions est une droite affine.

Une solution de 1’équation homogene est x — +/x2 — 1. La méthode de variation de la
constante A fournit M (z) = \/% = (2vz? — 1)’ et donc ensemble des solutions est ’ensemble
des fonctions de la forme

cpc:acn—>(2 x2—1+c) 22 —1

ou ¢ € R. O

Exercice 24.14 (Méthode de Liouville). Donner un systéme fondamental de I’équation diffé-
rentielle :
(x+1)y" —ay —y=0

sur | — 1, 400].

Solution. Une solution évidente est x — €. On applique alors la méthode de Liouville en cher-

chant une solution de la forme
xT

y(z) = z(z)e
On obtient pour z ’équation différentielle d’ordre 1 :
(z+1)2"(x)+ (x+2)2 =0

et donc il existe C € R tel que :

671?

z+1

Vz €] —1,400] 2'(z)=C

Ce qui donne en intégrant (aprés une interversion [ et . justifiée ) :

et on a donc ainsi trouvé une seconde solution qui forme, avec la premiére, un systeme fonda-
mental. O
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Exercice 24.15. Soit ¢ : R; — continue et intégrable.
Montrer que ’équation différentielle

&): YV +qy=0

possede une solution non bornée sur R .

Solution. 11 s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire homogene, ’ensemble S des solu-
tions est un plan vectoriel.
On suppose par I’absurde que toutes les solutions sont bornées. On se donne (¢, ¥) un systéme
fondamental de solutions. Alors
/ /
w = — @i

ne s’annule pas et

w/:@”d}‘i’@/w/*@/w/*@wﬂ
=qp —qpp =0

et donc w = ¢ € R*.
Par ailleurs,

lo” < lalll¢lloo

donc ¢” est bornée et méme intégrable sur R,. Donc ¢’ admet une limite finie en +o0o, qui ne
peut étre que nulle car ¢ est bornée. Tout cela est également valable pour ¢ et ses dérivées, par
symétrie des roles. Mais alors w tend également vers 0 en 400, ce qui est absurde.

L’ensemble des solutions bornées est un s.e.v de § distincts de S, donc son complémentaire
dans S est non vide, et le résultat est prouvé. O

Exercice 24.16 (Solutions périodiques). Soit a dans C9_(R, C). Donner une condition nécessaire
et suffisante sur a pour que, quel que soit b dans C9_(R, C), I'équation différentielle

Y +ay="0b

admette une solution 27-périodique et une seule.

Solution. La solution générale de

Y +ay=0
est x — Ce Js (M4t 15 méthode de variation de la constante fournit I'ensemble des solutions :
on obtient R
CI(ZL’) _ b(m)e_ fo a(t)dt
et donc les solutions sont de la forme (on allége les notations en posant a(t) = — fot a(u)du) :

y(x) = (K + /0 ' b(t)ea<t>dt> e—a(@)

Considérons la fonction z définie par z(x) = y(x + 27). Puisque a et b sont 27-périodique, z est
solution de (£). De la,
y est 2m-périodique <= z =y
<~ 2(0) = y(0) (d’aprés le Théoréme de Cauchy)
> y(0) = y(27)
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Or: )
y(2m) = (K _|_/ b(t)eo‘(t)dt) e—a(2m)
0

ce qui fournit

27
y(0) = y(21) =K = | K + / b(t)e*Mdt | e = K (e“@”) - 1) =1,
0

I(l

Il reste a distinguer les cas :

— Si a(27) # 0 alors il existe une unique solution 27-périodique;

— sinon, alors si I, = 0, toutes les solutions sont périodiques, si I, # 0, aucune ne ’est.
Ainsi, la condition nécessaire et suffisante cherchée sur a est qu’elle admette une primitive 27-
périodique. O

Exercice 24.17 (Théoréme de Massera).

1. Soit (E,N) un e.v.n, K un convexe compact non vide de E et u : E — E affine continue et
telle que u(K) \ K. Montrer que u posséde un point fixe dans K. Indication : considérer,

idg+u+...4+u"(x) )
nGN.

pour x € K, la suite ( o

2. On considére désormais A : R — M, (R) et b : R — R™ deux fonctions continues et
périodiques, de méme période T > 0. On étudie le systeme

(&): X' =AX+b

X étant une solution de (€), montrer que X est périodique si et seulement si X(0) = X(T).

3. On suppose que (£) admet une solution bornée Y. On cherche & établir I'existence d’une
solution T-périodique.
a) Soit P : R™ — R™, 2 — P(z0), olt P(20) est la valeur & Iinstant T de la solution de
(&) qui vaut z¢ & 'instant 0. Montrer que P est affine.
b) On note
V ={Y(nT) | n €N}

et K l’adhérence de ’enveloppe convexe de V.

Montrer que P(K) C K et en déduire le résultat annoncé.

Solution. 1. Puisque K est convexe,

x4+ u(x) + ... + u™(z)
n+1

Vn € N My, = cK

et étant stable par w,

2 n+1
Vn € N u(mn):u(x)+u (xiilJru (z) €K

On extrait de (m,,) une sous-suite convergente & 1’aide de j extractrice. On a alors :

WM () —

wlmsm) =M = T T e C
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On note m la limite de (m,,). Par continuité de u et d’aprés ce qui précede, u(m) = m.

‘u posseéde un point fixe dans K. ‘

2. Voir preuve du lemme 24:221]
3. a) On appelle S 'ensemble des solutions de (£).

V.S—>R" V.S—>JR”
1Y ~ Y(0) 1Y = Y(T)

On a pour tout Y,Z € S, tout a € [0,1] et ¢ € {0, T}

V(1 —a)Y +aZ) = (1—a)Vo(Y) + aVe(Z)

donc Vg et V1 sont affines et bijectives. P = V4 o V ;' L donc

b) Pour n € N, P(Y(nT) est la valeur a 'instant T de la solution de (£) qui vaut Y(nT)
a Pinstant 0, c’est-a-dire ¢t — Y(nT +t). Donc P(V) ={Y((n+ 1)T) |[n e N} C V.
— P est affine donc P(conv(V)) C conv(V).
— P est continue donc P(conv(V)) = P(conv(V)) C conv(V) = K.
———

K
donc K est stable par P, convexe, fermé, borné car V borné. ‘ P possede un point fixe. ‘
U

Exercice 24.18 (Une transformée de Laplace). Soit

R_;,_ — R
. oo —tx
VAR S / e~trdt
o 141t

Montrer que f est bien définie.

Trouver une équation différentielle satisfaite par f|R*+.
Montrer que f est continue en 0 et calculer f(0).
Calculer f(x).

Donner un DL de f en 0.

RAE R o

Solution. 1. A z fixé, Iintégrande est continue sur Ry et dominée en 400 par t%, donc f est
bien définie.

2. Pour a > 0, les hypotheses du théoréme de dérivation sous le signe intégrale sont vérifiées

P
v
ar tous les %g; avec

{ Ja, +oo[xRy — R
o —tx
* (fL‘7 t) — e
qui sont dominés par e~ . Donc (a —0) f|R1 est C® et

—t)pe_'”t

Ve eR:, VpeN f(p)(x):/ (1+t2 dt
0

Notamment

Ve >0 f@) + f(z) = %
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3. L’intégrande est continue et majorée uniformément par t — H% qui est intégrable sur R

tout entier, donc ‘ [ est continue en 0, avec f(0) = 7. ‘

4. On connait un systeme fondamental de I’équation : cos et sin sur R%. Reste & trouver
y = Acos +pusin une solution particuliere par la méthode de variation de la constante.

On trouve © g © o8
Az) = a+/ Slg 9 plz) =48 f/ COHS 9
d’on ® 4in g ® oosg
f(x):acosx+ﬁsi11:c+cosx/ Slz d@—l—sinx/ COQS dé
Or

()] < / et =1 0
0

€Tr r—+oo

donc puisque acosx 4+ Ssinz = o(1) on obtient o« = § = 0. Par conséquent, en réunissant

les deux intégrales,
[e’e] —axt [o ol _
f() :/ e~ tdt :/ sin (6 Jc)de
0 T 0

14¢2

5. On reprend ’expression non compacte. On a au voisinage de 07, en notant I = fooo Siged&

> cos 0

dé
0

fl@)=(04o(1)) — sinx/

xT
or quand x — 0

> cosf > cos b L6
dg| < de — =
/I 0 ’—/1 0 ‘*/ 6

ce qui donne f;o °°59d9 = O(—Inz) et donc le terme de droite dans expression de f tend
vers 0 au voisinage de 07. Donc I = %.
Avec I’équation différentielle, on a successivement

/ Cosedﬂ‘lnx
.0

1 =«

f(z) = 7 2 +o(1)

or f(0) =% donc B = 7 et

flx) = g +zlnz + o(zlnz)

Exercice 24.19. Soit f: R, — R de classe C? telle que
vteR,  f'(t)—2f(t)+2f(t) >0

Montrer que
VteRy e f(t)+ f(t+m) >0
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Solution. On se donne ¢ : Ry — R telle que

fr=2f +2f=¢
On va donc résoudre ’équation différentielle

v -2 2=

pour obtenir des informations sur les solutions et répondre au probleme.
Un systeme fondamentale de solutions a I’équation homogene

y' =2y +2y=0

est (t — eI ¢ (=D un autre, réel, est (y:t — et cost,d: t — efsint).
Selon la méthode de variation de la constante, il existe A et p dans C*(Ry,R) telles que

(7)) (5)

Donc
f=X+us f=M+po
=M+ pud =M+ pd
02)\’74-//5 — )\/’Yl‘i‘,u/(s/:@
f// — )\,.Y// +>\/,Y/ +M6H +M/5/ )\/,y+lul/5 — 0
et donc

’}/ 5 \ (e A\ B 1 5 =6 ©
(7 5) (N’ o) T \w) Tys—a - ) \o
ce qui finalement fournit
! %)
Ry
{W:—wﬁw
Il existe a et b réels tels que

va+f@:([“3““m+07@+<[_“w“wm+0aa

avec pour u € R

w(u) = (70 —v0")(u) = e“(cosu — sinu)e¥(sinu) — " (cos u)e®(cos u + sinu) = —e**

¢ ¢
fi) = </ —e “p(u)sin udu> el cost + (/ e “p(u) cos udu) e'sint + e'(acost + bsint)
0 0

t
—e' Yo (u) sin u cos tu + / e “p(u) cosusint + e*(acost + bsint)
0

t=“(cosusint — sinu cost)p(u)du + €' (acost + bsint)

b (u) sin(u — t)du + €' (acost + bsint)

e

@(t —v)sinve’dv + e*(acost + bsint) (24.3)
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On a donc en réinjectant 1’expression numérotée obtenue :

e f(t) + f(t+7) =e"e'(acost + bsint) + e (acos(t + ) + bsin(t + 7)) +...

=0

t t4m
+e”/ ot —v)e’ sinvdv+/ o(t +7 —v)e’ sinvdy
0 0

t t+m
= / o(t —v)e" " sinvdv + / ot + 7 —wv)e’ sinvdv
0 0

t+m t+m
= / ot + 7 —w)e” sin(w + ) dw+/ o(t + 7 —v)e’ sinvdv
™ —_— 0

—sinw

z/ ot +m—wv)e’sinvdv > 0
0

Ainsi on a prouvé

(VteR, € f(t)+ f(t+m)>0]

O

Exercice 24.20. Soit f: R, — Ry deux fois dérivable et bornée. On suppose qu’il existe a > 0
tel que
f// Z a2f
1. Montrer que f’ posséde une limite nulle en +oo.
2. Montrer qu’il en va de méme pour f.

3. Montrer que
vz €Ry  f(x) < f(0)e

Solution. 1. f” > 0 donc f est convexe. Supposons qu'’il existe zg € Ry tel que f/(xg) > 0.
Alors, par convexité, pour tout z € R

x> xo = f(x) > f(x0)

et donc
v 2 z0 = f(z) = f'(wo)(w — o) + flwo) —— +o0

ce qui contredit f bornée. Donc f’ < 0 tout en étant croissante, donc posseéde une limite
L € R_ en 400 qui est forcément nulle car sinon

f<x>=f<o>+/:f’gf<0>+m N

T—+00

ce qui contredit une nouvelle fois f bornée. Donc Em =0\
o0

2. Puisque f’ <0, f est décroissante, or f est positive, donc f posseéde une limite [ € Ry en
+o00. Sil > 0, alors
f”(x) 2 021

et done f'(x) 2 ~+00, absurde. Donc limf =0
xr—r+00 o0
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3. — Premiére méthode : (générique) : on pose ¢ = f” — a?f et on introduit un systéme
fondamentale de

y”—aQy:O

(en supposant de plus f de classe C?) puis on résout avec la méthode de variation des
constantes, on arrive alors a montrer le résultat.
— Seconde méthode : De

f-// 2 a2f
on déduit

f/f// S Clsz/

(5)=(%)
2 - 2

donc a?f? — f'2 décroit et posseéde, d’apres ce qui préceéde, une limite nulle en +o0. Par
conséquent,

c’est-a-dire

a2f22f/2 afZ—f/ af+f/20

et donc
(e f(1)" = (af + f)e™ = 0

donc t s e f(t) décroit et on en déduit immédiatement

Ve e Ry (@) < f(0)e

Exercice 24.21 (Probléme de recollement). Etudier ’équation différentielle

tt—1)y' +2y =3t

Solution. 11 s’agit d’une équation différentielle linéaire passée sous forme non résolue. Les «pro-
blémes» de recollement se situent en ¢t = 1 et ¢ = 0. On pose par conséquent

U=]—-00,0] V=]0,1] W =]1,+o0]
Si J e {U,V,W,UUW,VUW,R} on note
Sy ={y:J— R |y dérivable et Vt € Jt(t — 1)y'(t) + 2y(t) = 3t}

Les ensembles Sy, Sy et Sw sont des droites affines. Sur chacun des intervalles U, V et W, on
résout 1’équation 3’ + 15(152731) =32
Une solution de I’équation homogene est

J —- R
R
@12
t2

et si 'on cherche une solution particulier sous la forme ¢ — )\(t)m on trouve

2
—1
N (t) ! -3 N(t) = 3(tt2 ) A(t) =3In|t| + % +C
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et donc

R

J —
Sy = c eR 0 ¢t :
1 ={psclec }ooun gy { t — (B[t + %) ﬁ + C%

Il reste a faire les recollements. Regardons ce qu’il se passe en 0. Soit f € Syyyv. Les restrictions
de f respectivement a U et V sont solutions sur ces intervalles. Il existe C,D € R tels que

3 12 2
YVt <0 f(t):(31n|t|+t> (t—1)2+c(t—1)2

2 2
vt €]0,1] ft) = (3ln|t + ?) (tf 1)? +D(tf1)2

Pour ¢ :) 0 on obtient lim f = 0, tout comme pour ¢ ;> 0. On peut donc définir une fonction

continue v comme valant 0 en 0, et les restrictions de f sur U et V. En 07, v(t) = 3t + o(¢t),
idem en 07, donc  est dérivable a droite et a gauche en 0, avec les mémes dérivées, donc
v est dérivable en zéro, et finalement - est solution de I’équation différentielle sur | — oo, 1.

8)—o0,1] espace affine de dimension 2. ‘

Regardons a présent ce qu'il se passe en 1. Soit f € Syuw.

2 2
vt €]0, 1] ft)= <31n|t|+it))> (til)g +A(tf1)2

3 t? t2
Yt > 1 f(t):<31n|t+t> (t—1)2+B(t—1)2

On effectue un développement limité en 1 de f. t = 1 + h. Pour étudier la dérivabilité il faut
développer au-dessus du o(h?). Lorsque h - 0,

1 2 3
f(1+h)=m<3(1+2h+h2) <h—hQ—i—};+o(h3)>+3+3h+A(1+2h+h3)>

(34 A) +h(6+2A) + 1% (2 +A) + 1% + o(h?)
h3

ce qui impose pour un recollement A = —3. De méme pour B. On alors une solution. Conclusion :

Sk espace affine de dimension 1 ‘

O

Exercice 24.22. Soit n € N*. On se donne M € M,,(R) et B: R — R" continue et 1-périodique.
On suppose que Sp(M) N 2inZ = @.
Montrer que le systéeme différentiel linéaire

(€): X' =MX+B(t)

possede une unique solution 1-périodique.
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Solution. (€) est un systéme différentiel linéaire d’ordre 1 avec second membre dans 'espace des
phases R". L’ensemble des solutions est un espace affine de dimension n. Le systéme homogene
associé est

X" =MX
dont les solutions sont les Xy : ¢ — exp(tM)U ou U € R"™. La méthode de variation de la
constante donne la solution générale :

X(t) = exp(tM) <X0 + /Ot exp(sM)B(s)ds)

avec Xg € R"™.
Montrons qu’il existe au plus une solution 1-périodique. Soient X et Y de telles solutions.
Z =X —Y est solution du systeme homogene. Pour tout ¢ réel,

Z(t) = exp(tM)Z(0)

et Z(0) = Z(1) = exp(M)Z(0). Supposons X # Y. Alors Z(0) # 0 et Z(0) est un vecteur propre
de exp(M) associé & la valeur propre 1. On note Ay, ..., A, les valeurs propres de M comptées avec
leur multiplicité. Dans C, il existe P inversible telle que

A1 *
M=P p-!
0 An
Donc
eM *
exp(M) = Pexp(T)P~' =P p~!
0 etn

Or Sp(M) N 2inZ = @ donc 1 n’est pas valeur propre de exp(M), absurde.

‘Il existe au plus une solution 1-périodique. ‘

Construisons & présent telle solution. On prouve pour commencer le

Lemme 24.22.1. SiY est solution de (£), alors Y est 1-périodique si, et seulement si, Y(0) =
Y(1).

Preuve. CONDITION NECESSAIRE. C’est évident. CONDITION SUFFISANTE. Si Z(t) = Y(¢t + 1)
alors Z est également solution de (£) :

Z(t)=Y'(t+1) =MY(1+¢)+ B(t+ 1) = MZ(t) + B(¢)
or Z(0) = Y(1) = Y(0) donc Z = Y d’aprés le théoréme d’unicité de Cauchy. Ainsi Y est

1-périodique.
Soit U € R™ et Xy une solution générale de la forme donnée plus haut.

Xy(0) =Xy(1) <= U = exp(M) (U + /0 exp(—sM)B(s)ds)
<— (I—expM)U = eXpM/O exp(—sM)B(s)ds

= U= T-expM)! expl\/I/0 exp(—sM)B(s)ds (1 ¢ Sp(expM))
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Ainsi on peut exhiber une solution 1-périodique. On a d’ailleurs directement 'unicité avec ce
raisonnement par équivalence et le lemme... O

Exercice 24.23. Soient A,B,C € M,,(C) telles que AB —BA = C, AC = CA, BC =CB.
1. Montrer que A, B et C sont cotrigonalisables.
2. Montrer que

2
Vi€ R  exp(—t(A + B))exp(tA) exp(tB) = exp ( 20>

Solution. 1. Si C =0, alors A, B et C sont cotrigonalisables puisqu’alors A, B et C commutent
(cf chapitre réduction). On formule 'hypothése de récurrence H,, : Pour tout E C-e.v de
dimension n, si A,B,C € L(E) avec AcB—BoA=C,AocC=CoAetBoC=CoB,
alors il existe une base de E qui trigonalise simultanément A, B et C.

H1 est vraie. Soit n > 2 tel que Hq, ..., Hn_1 soient vraies. Soient E, A, B et C comme dans
I’hypothese de récurrence. Notons F1, ..., F, les ous-espaces caractéristiques de C. Chaque
F; est stable par A, B et C, et

oF;, =E

— Sip > 2, alors dim F; < n et on applique 'hypothése de récurrence sur chaque induit
de A, B et C; les bases obtenues forment une base de E, et H,, est prouvée;
— si p =1, C posseéde une seule valeur propre A et

nA =trC = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) =

Donc A = 0. On a déja traité le cas ou C = 0. Si C # 0, on se donne G un supplémentaire
quelconque de ker C dans E. ker C est stable par A, B et C. Soit Bye, ¢ une base de ker C
qui cotrigonalise les induits de A, B et C sur ker C, que I'on complete a 1'aide d’une
base de G en une base de E, notée B. On a alors

Als = <Ak§rF A*G) [B]s = (Bkng B*G> [Cls = <8 C*G>

Ag, Bg et Cg vérifient les hypotheses de récurrence, donc sont cotrigonalisables.
La récurrence se propage et le résultat est prouvé.

2. On pose pour t € R
O(t) =exp (—t(A+ B))exp

(tA
W(t) = exp (t2c>

On tache de montrer que ® et ¥ sont solutions du méme probléeme de Cauchy. On a d’une
part :

) exp(tB)

W(t) = tCU(1)
U(0) =1,

C’est moins commode pour ®.

' (t) = —exp(—t(A + B))(A + B) exp(tA) exp(tB) + exp(—t(A + B))A exp(tA) exp(tB) +
..+ exp(—t(A + B)) exp(tA)B exp(tB)
=exp(—t(A+B)) (—(A + B) exp(tA) + A exp(tA) + exp(tB)B) exp(¢tB)
= exp(—t(A + B)) (—Bexp(tA) + exp(tA)B) exp(tB)
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De plus, AB = BA + C et A commute avec C donne par récurrence :

Yn>0 A"B=BA" +nA""!C

et donc
t"A"B  t"BA" nt"A""!C
T T 1
ce qui donne par continuité de la somme

oo

> t"A"B Bt A" 0 nt"Ar—1C
Zo o Zo n! * Zl n!
0 tPAT > A" & ntnAn—l
(Z5)-r (S 0)

exp(tA)B = Bexp(tA) + texp(tA)C
et par conséquent
@' (t) = exp(—t(A + B))(texp(tA)C) exp(tB)
= tCexp(—t(A + B)) exp(tA) exp(tB)
=tCp(t)

(e!B € C[B))

(C commute avec A et B)

On en déduit le résultat annoncé.
O

Exercice 24.24. Soit A € M,,(C). Montrer que toute solution de X’ = AX tend vers 0 en +00
si, et seulement si, toute valeur propre de A est de partie réelle strictement négative.

Solution. On adopte un point de vue géométrique. On se donne donc v € E et... (...) O

Exercice 24.25.
suivantes :

(i) Tidéal de C*(R,R) engendré par {¢, 1} est C*(R,R);
(i) = ({0} ny~t({0}) = @.
2. Soit f: R — R de classe C*°. Montrer 1’équivalence des propositions suivantes :
() f7H{o}) nfH({o}) = o;
(ii) 3g € C* (R, R) telle que

Ve e R f(zx)g'(x) — f'(x)g(x) >0

Exercice 24.26. Soit 8 une fonction continue et strictement positive sur R.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur 8 pour que le systeme différentiel

" = —Bt)y
y// — B(t)x/

1. Soient ¢, 1 : R — R de classe C*°. Montrer I’équivalence des propositions

admette une solution périodique non constante.

Solution. Voir http://www.rms-math.com/index.php?Toption=com_staticxt&Itemid=157&staticfile=
RMS126-365.html O


http://www.rms-math.com/index.php?option=com_staticxt&Itemid=157&staticfile=RMS126-365.html
http://www.rms-math.com/index.php?option=com_staticxt&Itemid=157&staticfile=RMS126-365.html

Chapitre 25

Calcul différentiel, équations aux
dérivées partielles et courbes.

Exercice 25.1. Soit (E, ||.||) un R-e.v.n de dimension finie. Montrer que

> { G/{E) — GUE)
' —

u u~!

est différentiable en tout point w € GI(E) et qu’alors pour tout h € G/(E)

d®,(h) = —w tohow™!

Solution. On rappelle que G/(E) est bien un ouvert de £(E) puisque G/(E) = det™ " (R*).

Si [[|hl]] < 1, la série > -,(—=1)"h™ est absolument convergente donc (dimension finie)
converge, donc (id + k) est inversible d’inverse Z::é(fl)”h".

On a alors

+o00
(id+h)"' = (@id) " +h=> (-1)"n"
n=2

1S < P oa
2 < TIAT

Dans le cas général, il suffit d’écrire :
(w+h) 7t =(G{d+wth)tow™?

pour se ramener au cas précédent pour |||h]|| < %m, et de faire le méme développement

. [w
limité.

’dCI)w(h) =—wlohow! ‘

O

Exercice 25.2. Soit (E,(.|.)) un espace euclidien. Montrer que la norme euclidienne est diffé-
rentiable en tout point a de E\ {0} et que sa différentielle est h <L h>.

llall
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Solution. L’application
E —- R

]~ s . M/] 1 ] u

lla + h|| — [la]| — L(h) ‘ _ ﬂx/<a +hla + h) = \/(ala) — L(h)\

Il 7
| /Talay + 2 Galhy + R — /Tala) - L(k)|
- IRl
_ lall a o>,/ _a
=it | [+ 2 ) e - )
v(h)
el ], 1,/ a 171\ e
=Jar| 2 <2<||a|2 0+ (ja) )”””5(”(’”) ()
_ lall {1 (DR
=it 2 (lai) H(’”5”(’”)|

Il a [\ Il
< ga] ! ”E<’y<’“‘))'<2<||a||2 ||h||>+ a||2>

< g+ el (25 + )

= 2|l lall~ {lall

la derniere inégalité étant obtenue a 'aide de Cauchy-Schwarz.
Méthode élégante : on note f la fonction racine carrée et g : x — (z|z). La régle de la chaine
fournit le résultat : pour a # 0,
dga(h) (alh)

4f 0 ga(h) = dfya) © dgalh) = 57720 = T

car dg,(h) = 2 (alh) comme le montre un calcul élémentaire. O

‘Exercice 25.3. Montrer qu’une norme n’est jamais différentiable en 0.

Solution. Sinon, L := dNg. Alors,

N(h) — N(0) — L(h) IL( h )

N(h) N(h)

ce qui donne pour v # 0 de norme assez petite et £t > 0 :

()1l
- L (NZ») (sit < 0)

donc L (szv)) = 0 pour que la limite de w existe en zéro ; absurde. O
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Exercice 25.4. 1. Montrer que le déterminant est de classe C!.
2. Calculer la différentielle du déterminant sur M, (R).

3. Refaire le calcul cette fois-ci en passant par les dérivées partielles par rapport aux E¥.

Solution. 1. Fonction n-linéaire en les colonnes ou polynémiale en les coefficients.

2. Soit M € M,,(R). On note a;; le déterminant de la matrice extraite de M en supprimant
la i®™e ligne et la j*™¢ colonne. Le déterminant est n-linéaire, donc pour H € M, (R)

M=

ddet(M)H = det(Cl(M), ceny Cj,l(l\/[)7 Cj (H), Cj+1 (1\/[)7 ceey Cn(M»

<.
Il
—

(=D)Hjjair

|

<
Il
-
o
3 |
_

n

Hyj(Com M), =

j=11i

Hij t(Com M)ij

I
NE
NE

Il
_

1

%

<.
Il
—

(H' ComM);; = tr(H* Com M)

I

s
Il
_

3. M = (z4j)1<i,j<n- Soit 1 < k,I < n. En développant par rapport & la [*™¢ colonne,
n
det M = Z(—l)’ﬂﬁci,zui,l
i=1

Or xj; n’intervient pas dans le mineur p;; pour tout 1 < ¢ < n. Par conséquent, avec des
notations quelque peu abusives,

ddet - 4 0
M) = -1 i+l i1l — (-1 k+1
ka,z( ) ;( ) o (@iapia) = (=1)" pi
Et on en déduit
ddet(M) . (hij) = Z (—1)k+l/¢tk’lhk}l =...= tI‘(Ht Com M)
1<k, l<n

=Ryt

Exercice 25.5. Pour f € C}(R,R), calculer la différentielle de

(R,X] - R
F{ P L)

Solution. Un développement limité de f en zg + h donne
f(xo = h) = f(zo) + hf'(z0) + e(xo, h)h
et on dispose de ¢y, 5 €70, o + h[ tel que f(zo+ h) — f(xo) = hf'(czy,n) ce qui donne

|e(zo, B)| = [f'(¢ao.n) = f'(20)]
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On calcule alors
F(Po+H) - F(Po) = /Ol(f(Po(t) +H(t)) — f(Po(t))dt
F(Py +11) — F(Py) — JPo(t) (D)t = / (Pot). (1))t

[F(Py + H) — F(Pg) - / £ (Po(#)H(£)dt] < [[H]]06(H)

5(H) = / [e(Po(t), H(t))|dt = / 1F (couioracey) — £ (Po()]

par uniforme continuité de f’. Conclusion :

—
[IH|[oc —0

dFp, () = / £ (Po(t)H(t)dt

O

Exercice 25.6 (Différentiabilité du minimum). Soient E un R-e.v de dimension finie, U un
ouvert de E et ¢1,..., ¢, : U— R. On pose ¢ = min(p1, ..., p).

1. On suppose @1, ..., ¢p continues. Montrer que 1) est continue.

2. Soit w € U. On suppose @1, ..., ¢, différentiables en w. Donner une condition nécessaire et
suffisante pour que 1 soit différentiable en w.

Solution. 1. On a

. 1+ Y2 lo1 — 2
min(py, p2) = D) - 9

donc min(p1, ¢2) est continue. On généralise par récurrence (associativité des min).
2. On pose tout d’abord

I={iel,n]|pi(w) =)}
CONDITION NECESSAIRE. Soit ¢ € I. L’application ; —1) présente en w un minimum global,
donc d(p; —¢)(w) =0 et ‘ dy;i(w) = dy(w). ‘
CONDITION SUFFISANTE. On se donne ||.|| une norme sur E et on suppose que

Vi, j el dp;(w) = dy;(w)

On pose K = [1,n] \ I. On note L la différentielle commune. Les 1, ..., ¢, sont continues
en w. Pour i € K, ¢;(w) > 9(w) donc il existe V; un voisinage de w tel que

Vr eV, pi(z) > h(x)
On pose V = ﬂKVi. V est un voisinage ouvert de w tel que
1€
V€V, $(z) = mingi(z).
1€
Pour ¢ € 1, soit ¢; : V— R continue et nulle en w telle que

Va eV, gi(x) =) + Lx —w) + ||z - wllei(z)
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Posons alors

VvV —-+ R
€'y 2 ~ ming(x)
i€l

On a alors, en passant au min, pour tout z dans V,
P(z) = ¢(w) + Lz — w) + £(2)[|z — ]|

Donc v est différentiable en w.

’1/) différentiable en w < Vi,j € I, dy;(w) = dy;(w) ‘

O

Exercice 25.7. Soit f une fonction définie sur un ouvert connexe par arcs 2 de R”, a valeurs
dans R™.
Montrer que f est affine si et seulement si f est différentiable sur € et df est constante.

Solution. CONDITION NECESSAIRE. C’est clair.

CONDITION SUFFISANTE. On note L la différentielle de f en tout point de Q. Soit z € Q et
r > 0 tel que B(z,r) C Q.

Considérons I'arc C1 : y: ¢ € [0,1] = (1 — t)z + ty. On a pour tout t € [0,1] :

(foy)(t) =L(y — )
ce qui fournit
f6) = 1) = [ (For) ()t =Ly -2
0
Comme {2 est connexe par arcs,
V(z,y) € Q® f(z) — fly) =Ly — )

et on en déduit que [ est affine. O

Exercice 25.8. Soit ) ., a,2" une série entiere de rayon R non nul. Montrer que sa somme
est de classe C' sur D(0,R).

Exercice 25.9 (Inégalité des accroissements finis). 1. Soit f € C1(U,R). Soit (a,b) € U? tel
que [a,b] C U. Montrer

b
£ — f(a) = / V(1= t)a+tb) - (b— a)dt

En déduire
1£(b) = fa)|| < ts%pl]llvf((1 —t)a+tb)[| x [|b— all
€10,

2. Soit f € C*(U,RP). Montrer

1£(0) = f(a)| < sup [l|dfa—t)arenll] X b= all
te[0,1]
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Solution. 1. Considérons
p:te0,1] = f(1—t)a+th) R

qui est de classe C! avec
() = dfapasri(b—a) = VF(L = t)a+b) - (b — a)
ce qui fournit
1 1
£0) = $(@) = ol1) = 9(0) = [ @(0dt= [ V(1= a+ ) (b~ e
0 0
et on a donc immédiatement par inégalité triangulaire intégrale :

[£(0) = f(a)l < sup [[VF((1—1t)a+tb)|| x |[b—al
t€[0,1]

2. On considére & nouveau une application ¢ : ¢t € [0,1] = f((1 —t)a + tb) € R et on intégre
©'(t) = df(i—tyasw(b —a) :

1 1
1) -F@ll = | / Af(1-t)a-+1b)-(b—a)dt < / 110 (=08 xlp—al < sup 14 fo-asol | o

O

Exercice 25.10. (E,||.||g) et (F,||.||r) sont deux e.v.n de dimension finie. Soient U un ouvert
convexe de E et f: U — F différentiable en tout point de U.
Montrer

f lipschitzienne <= df : U — (L(E,F),|||.|]|) bornée

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Soit w € U et u € E. Notons L la différentielle de f en w.
Pour ¢t > 0 assez petit, tu € U — w et alors il existe a continue en zéro telle que a(0) =0 et

flw+tu) — f(w) = L(tu) + [[tufluc(u)
et on a quelque chose de semblable pour ¢ < 0. Donc si t # 0,
(11T (w) + l[ulla(tw) [l < plt]]ul|

Finalement
VertL(u) + [lulla(tu)|| < pllull
t—0
IL(u)[] < plful|
donc |||df,]|| < p. La différentielle de f est bornée sur E. CONDITION SUFFISANTE. Découle de
I'inégalité des accroissements finis. O

Exercice 25.11 (Convexité). On se place dans E un espace vectoriel sur R de dimension finie.
On considere © un ouvert convexe de E.

1. Soit f: Q — R de classe C'. Montrer

f convexe <= V(z,y) € Q* f(y) > f(z) +dfu(y —z)

2. On suppose de plus E euclidien. Montrer

f convexe <= V(z,y) € ® (Vf(y)ly—z) > (Vf(z)ly —z)




175

Solution. 1. CONDITION NECESSAIRE. Soit (x,y) € Q2. Considérons I'application :

p((1=Na+ b)) = f((1—=((T=XNa+ b))z + (1 —Na+ A\b)y)
= f((L =XM1 —a)z + ay) + A(1 — b)z + by))
<A =M1 —a)z+ay) + Af((1 - bz + by)
< (1= X)p(a) + Ap(b)

donc p est convexe. Plus généralement, on peut aisément démontrer le

Lemme 25.11.1. Etant donné U ouvert conveze de E, g: U —= R convexe, F un R-e.v V
un convexe de F et ¢ : F — E affine vérifiant (V) C U, alors g o ¢ est conveze.

p est par ailleurs de classe C! et
Pt)=df(1-t)x+ty) (y—x)

Notamment
P'(0) = dfu(y — )

Par convexité

p(1) = p(0) + / P (u)du < p(0) + p/(0)(1 — 0) = f(x) + dfu(y — 7)

Ainsi

V) €@ fly) > f@) +dfuly - )]

CONDITION SUFFISANTE. Pour x € Q) on définit

T {Q - R
ly e f@)+da(y - )

qui est une fonction affine. On définit ensuite

QO — R
S: y +— supT.(y)
x€EQ

On a par hypothese f(z) + df.(y —z) < f(y) donc S est a valeurs dans R et S < f. Par
ailleurs, S(y) > Ty(y) = f(y) donc finalement S = f.

Un sup de fonctions convexes est convexe (ici ce sont des fonctions affines; c’est aisé a

démontrer dans le cas général) donc | f est convexe.

Autre preuve en utilisant les dérivées : on note I' = {(z, f(z)) | x € U} surface de E x R et
HIO = {(y7f(x0) + df:m(y - xo)) ‘ AS E}

H,, est 'hyperplan de E x R tangent a la surface I" au point (zo, f(z¢)). Tz, (défini plus
haut) approche f au voisinage de x.



176CHAPITRE 25. CALCUL DIFFERENTIEL, EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ET COURBES.

CONDITION NECESSAIRE. Soit (z,y) € Q2. On considére & nouveau I'application :

qui est convexe, C!, donc p’ est croissante. Or
p(t)=df(1 -tz +ty) (y—=z) = (VI(L - )z +ty)ly — )

et p’(0) < p'(1) fournit

(VF)ly—2) > (VI(@)ly — )]
CONDITION SUFFISANTE. On considére cette fois

p:{ 0,1] — R

A = (I=X)f(a)+Af(b) — f((1 —=Na+ \b)
et notre but est de montrer que p est positive. p est C! et
P'(A) = f(b) = f(a) = (Vf((1 = A)a + Ab)|b — a)
Soient 0 < A < p < 1.
P'(p) = p'(N) = (VF((1 = Na+Ab) — VF((

1
(VF((1 = Na+ b)) — VF(1
A—p

(VA1 = Na+A0)|(A = p)(b—a)) = (VF((1 = p)a+ pb)|(A = p)(b—a))) <0

pm)a+ pb)[b— a)
p)a+ pb)|(A — 1) (b —a))

1
b

Ainsi p’ décroit. Comme p(0) = p(1) = 0, selon Rolle, p’ s’annule en un point de [0,1]. Un

tableau de variations atteste que p > 0. Ainsi

Exercice 25.12. Soit une courbe fermée réguliere simple dans le plan. Montrer qu’il existe une
droite normale a la courbe en deux points.

O

Solution. On se place donc dans P plan affine euclidien. On se donne v : R — P de classe C!
telle que 7' ne s’annule pas (courbe simple) et v T-périodique, avec vy | injective.
On va voir la construction de la binormale comme un probléme d’extremum. On pose

C =~(R) =~([0,T)).

Donc C est compact, tout comme C x C.
L’application

. c? - R
Y1 (A,B) — AB
est continue donc atteint son maximum sur C2. Soit (A, B) € C? tel que
¥Y(M,N) € C? MN < AB

A # B car v est injective. On note « et § les antécédents de A et B dans [0, T].
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Pour tout t € R,

@ -] < [7e) -2

ce qui peut se réécrire en élevant au carré

(@) =B (@) —v(B)) < (v(@) = v(B)|v(a) —(B))

Considérons donc la fonction p définie sur [0, T] par p(t) = (y(t) — v(8)|y(t) — ¥(8)). p atteint
son maximum en « donc p’(a) = 0. On a par la régle de la chaine

p'(t) =20/ () —v(B))
donc
0 =p'(a) = (Y () |y(e) — 7(b))
Le vecteur 7/ («) dirige la tangente & C en le point A et 1’égalité précédente fournit ~/ (a)iﬁ.
Donc AB est normal a C en A.

La droite (AB) est donc la normale & C en A, et, par symétrie des roles de A et B, elle est
également la normale & C en B. (AB) est donc la binormale recherchée. O

Exercice 25.13. On se place dans E un espace affine euclidien de dimension 3. On consideére C
et C' deux cercles de I'espace, d’axes respectifs A et A’.

Montrer qu’il existe une droite qui coupe C, C’, A et A’.

On pourra s’intéresser au couple (A, A’) € C x C' qui maximise MM’ pour (M, M) € C x C’.

Exercice 25.14. Soit v un arc de R dans R?, de classe C! régulier et T-périodique. Soit v un
vecteur non nul de R2.
Montrer qu'’il existe t € R tel que /(t) soit positivement colinéaire & w.

Exercice 25.15 (Laplacien polaire). On considere f : (z,y) € R? — f(z,y) € R une fonction
de classe C2. On définit le laplacien de f par

2 0%

M=o T oy

Soit
[RyxR = R
g: (r,0) +—  f(rcos6,rsinf)

Exprimer Af(rcos6,rsinf) a 'aide des dérivées partielles de g.

Solution. S’ensuit une longue série de calculs avec la régle de la chaine. D’abord,

%(n 6) = cos 9%(7” cos,rsin ) + sin 9%(7” cosf,rsinf)
= —rsin 9%(7“ cos @, rsinf) + r cos 0%(T cos B, rsinf)
Ensuite, avec le théoréeme de Schwarz,
2 2 2 2
% (r,0) = cos? 0% (rcosf,rsinf) + 2 cosfsin 988 fx (rcos @, rsin#) + sin’ F)g—yé (rcosf,rsin@)
2 2 2 2
o9 (r,0) = 72 sin” 0ﬁ (1 cosf,rsinf) — 2r? sin @ cos § 0 (1 cos @, rsinf) + r2 cos® Gﬂ(r cos @, rsinf)

002 Ox? Oyox Oy?
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On a donc

g Pyg dg
2 _ 2 o) — 29
(r 52 + 392) (r,0) =r*(Af(rcosf,rsinf) rar (r,0)

ce qui finalement donne

. %g 1 9% 1dg
Af(rcosf,rsinf) = w(r, 0) + e + ;g(r,g)
O
f1
Exercice 25.16 (Théoreme de Poincaré (?)). Soit f = [ : | une fonction de classe C! de R™
In

dans R™.
Montrer qu’il existe une fonction U de R™ dans R telle que VU = f si et seulement si, pour tout
couple (4, 7) d’éléments distincts de {1,...,n},

Ofi _ 90f;

6‘:@ 6‘12

(on dit que f est fermée).

Exercice 25.17. Soient n € N* et 0 < k < n. On note A = C>®(R™",R) et
I ={f € A|V(xpt1, .., Zn) € R, f@0,...,0, 241, ..., xy) = 0}

Montrer que Zj, est I'idéal de A engendré par les fonctions py, ..., px : R™ — R ou

Di(T1y ey Tn) = ;.

Solution. On exclut le cas k = 0 (Zg = {0} = (@)). On suppose donc dans la suite 1 < k < n.
L’étude du cas k = n = 1 permet de fixer les idées :

A=C*R,R) L={feA|f(0)=0

Etant donnée f € 1, considérons

On a alors f = p1g. Montrons que g est C*. Si f est DSE, alors g aussi et c’est le cas. Dans le
cas général, pour tout = € R,

f(z) = f(0) + /0 ’ fl(t)dt = /O f(zu)zdu

On pose donc plutot g(z) = fol f/(zu)du. Le théoréme de domination des intégrales a parametre
C* permet de montre que g est bien dans A.
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On revient au cas général. 7y, est clairement un idéal contenant les p;.
Donnons-nous f dans Zy et (x1, ..., x,) € R™. En rajoutant un terme nul, puis par télescopage,

flx1,cwxn) = flar, o 2n) = F(O, oo, 0, Tpg 1y vey Tpy)

= Z f(O, ey Ly Tj41, ,Jﬁn) - f(O, ceey O,xi+1, ,J}n)
=1
= Zk/ of (0,000, 0, %y g1y ey Ty )du
o Oz
i=1
k 1
0
= Zl’z/ f (0, ...,07t1'i,1'i+17 71'n)dt
o Oz
i=1
k
= pil@)e(x)
i=1
oupour 1 <i<k
R* — R
1
; 0
Pi xr = /0 8;(0,...,0,1&@,@“,...,xn)dt

Il reste a vérifier que les y; sont C*°. Pour cela, on démontre par récurrence le
Lemme 25.17.1. Soit L : R*™1 = R de classe C>®. Alors

R* — R
M: !
T / L(zy,...,xn, t)dt
0

est C*°.
Preuve. Par récurrence on montre que M est C?, en montrant qu’elle est C! (théoréme de converge

dominée pour les intégrales a paramétre C' puis en appliquant le résultat & toutes ses dérivées.

L= ({p1, .1 }) |

O

Exercice 25.18 (Fonctions homogenes). Soient f : R™ \ {0} : R et « € R. On suppose f

différentiable.
Montrer

Vi >0, Vo € R"\ {0}, f(tz) =t“f(z) & Vz e R"\ {0}, dfs(z) = af(z)

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Soit z € R™ non nul. L’application

[ 10,1 R
p'{ t : f(tx)

est continue et dérivable, avec d’une part

p'(t) = dfix(z)




180CHAPITRE 25. CALCUL DIFFERENTIEL, EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES ET COURBES.
et, puisque p(t) = t* f(z), d’autre part

p(t) = at*" f(z)

ce qui donne en évaluant p’ en 1 ‘dfx (2) = af(x). ‘

CONDITION SUFFISANTE. Avec des notations évidentes, on pose p(t) = f(tz) — t“f(x). On a
p(1) =0et

P (t) = dfia(z) — at* ™ f (@)

= 1 df.(tz) —at® f(x)
t | ~——
af(tx)
o

= ;p(t)

donc p est solution d’un probleme de Cauchy dont I'application nulle est solution, donc p est
identiquement nulle et ‘ ftx) = t*f(x). ‘ O

Exercice 25.19. Soit f € C?>(R?,R) telle que Af = gi{ + giyj; =0.
Montrer que la fonction

R+ — R
F: 1 2 .
e f(rcosf,rsinf)do
2 0

est constante.

Solution. La fonction

[R.xR - R
’ (r,0) +—  f(rcosf,rsind)

est de classe C? en tant que composées de fonctions C2. On sait calculer ses dérivées partielles,
et on sait exprimer le laplacien de f, en polaires, a I'aide de celles-ci (¢f Exercice [25.15)) :

. 19%  9%g 109
Af(rcos@,r31n9):r—28—9§+87rg+;aii

Pour r > 0, on a

T on

2m
F(r) L /0 g(r0)do

La fonction r est continue d’aprés ce qui précede, car on intégre sur un segment. Elle est méme
de classe C2, ce que 1'on vérifie aisément (théoréme de convergence dominée pour les intégrales a
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parameétre). Notamment, pour r > 0,

1 (%" dg
Firy=— [ Y
) 2 Jo 8rd9
1 27 1 a2g 829
= *% ) ;ﬁ(r, 9) + rﬁ(r, 9)d9
1 |1[dg 2 92
——— |2 1.0 —(r,0)do
2w | r {69&7 )L tr 0 Or? (r,6)
=0
= —rF"(r)

et cette égalité est encore valable en 0 en prolongeant par continuité. Il existe donc A € R tel
que

2
Vr e Ry, F'(r) = Aexp (—)

2
Or )
1 T of . ,0f
A=F(0)=— 0==(0,0 0--(0,0) |d8 =0
(0) 27r/0 (cos 81(’ ) + sin 5‘y(’ ))
Donc F/(r) = 0 pour tout r > 0. Par conséquent, ‘F est constante. ‘ O

Exercice 25.20. On considere C un cercle du plan euclidien, et D le disque délimité par C. Soit
g : C — R continue.
Montrer qu’il existe une unique application f : D — R vérifiant

(i) fic=g
(ii) f continue sur D

(iii) f“oD de classe C? et harmonique.

Solution. Notons
C={(z,y) eR* | 2? + 4> =1} Q={(z,y) eR* | 2® + 9> < 1} D=0
Donnons-nous f1, fo : D — R continues vérifiant les trois hypotheses de 1’énoncé, et montrons

que f=f1 — fo=0. Ainsi on a :
(i) fie=0
(ii) f continue sur D
(iii) fio de classe C? et Afia=0.
On raisonne par ’absurde et on se donne w € D tel que f(w) > 0 (quitte a changer f en —f).
Pour € > 0, notons

1 D —- R
Tl (@y) = flry) te(@® +y? - 1)
fw
Regardons par exemple € < T) On a

fow) 2 fw) e 2 1)
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et donc

f(w)
> 7
(g%jfe(x,y) 2= >0

Soit (a,b) tel que f. atteint sont maximum en (a,b). D’apres ce qui précede, f(a,b) > 0.
Comme f est nulle sur C, (a,b) € C. f. atteint un maximum global en (a,b) € 2, donc
dfe(a,b) = 0. Par conséquent,

Ofe _0fe

Ox (2,) Oy

(a,b) =0

Or
Af.(a,b) = Af(a,b) +4e >0
———
0
On peut donc supposer que %fo (a,b) > 0. Plagons-nous alors sur le segment paralléle aux
abscisses et passant par b de la fagon suivante :

1= VI=,V1-1?[ - R
P x = fe(z,b)

p est de classe C? et atteint son maximum en a. Au voisinage de a, pour x # a,

p(x) = p(a) + p'(a)(z — a) + p"(a)(z — a)? + o((x — a)®
——

0
0> p(z) —p(a) = p"(a)(x — a)* > 0
car p'(a) = 82%35;”1’) (a,b) > 0. Absurde. Donc f =0 et f; = fo. On a prouvé l'unicité. O

Exercice 25.21. Déterminer le maximum de ’aire d’un triangle inscrit dans un cercle de rayon
R > 0.

Exercice 25.22. Donner I'image de R? par

Iy R*> — R
"1 (z,y) +— sinz+siny+sin(z +y)

Exercice 25.23. Soient et a et b dans (R} )"™. Montrer :

1 1
(H ai) + < bi) < J(ai + ;)7
i=1 i=1 i=1

RL)™ — RL
/e T H z]
i=1

Solution. Considérons :

ainsi que
y:te0,1] = fla+tb) e RY
Il existe ¢ €]0, 1] tel que v'(¢) = v(1) — v(0). Par ailleurs,

n

() = [T (ai + th)=

=1
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ce qui fournit

Par conséquent,

n . n bz n 1 n bZ y n n
fla+b)—f(a) =~'(c) = % H(aﬁd)j); D s > jl;[l(aﬁf?bj)" (ai —l—cbi> = (Hh) = f(b)

ce qui traduit
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Chapitre 26

Groupes

Exercice 26.1. Montrer qu'un groupe ne peut étre réunion de deux sous-groupes stricts. Plus
généralement, si G est un groupe, F et H deux sous-groupes, alors F U H est un sous-groupe si
et seulement si HC F ou F C H.

Solution. CONDITION NECESSAIRE. On suppose que F U H est un sous-groupe de G. Supposons
par exemple H ¢ F. Soit a € F et b € H\ F. ab € H (car sinon b = a~ab € F ce qui est faux)
donc a = abb™! € H et F C H. CONDITION SUFFISANTE. Immédiat. O

Exercice 26.2 (Théoréme de Lagrange). Montrer que le cardinal de tout sous-groupe d’un
groupe fini divise le cardinal de ce groupe.

Solution. Soit (G, -) un groupe fini et H un sous-groupe de G. Considérer la relation d’équivalence
R définie sur G par : ‘ny sy teH ‘ O

Exercice 26.3. Montrer que si (G,-) est un groupe fini, (G’,-) un groupe et ¢ : G — G’ un
morphisme de groupes, alors

G| = [Tm | x | ker ¢|

Solution. Considérer la relation d’équivalence R définie sur G par : ‘ny < o(x) = o(y) ‘ O

Exercice 26.4. Soient (G, +) un groupe abélien et (G’, x) un groupe. Soit ¢ un morphisme de
G vers G'.

Mountrer que (¢(G), x) est isomorphe & G/ ker .

Solution. C’est une généralisation de l'exercice précédent. Considérer

_ [ G/kerp — Imep
©: v = @(x)oux €y

187
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Exercice 26.5. Soit G un groupe tel que

VeeG z?=e¢

Montrer que G est abélien. Si G est fini, montrer que |G| est une puissance de 2.

Solution. Soient x et y dans G.

TYTYy =€
’yzy® = zy
yr = zy

donc G est abélien. O

Exercice 26.6. Soit X un ensemble fini de cardinal impair et f une involution sur X. Montrer
que f possede un point fixe.
En déduire que tout groupe de cardinal impair admet un élément d’ordre 2.

Solution. f est une involution : f? = id donc f est injective, et surjective, donc bijective. Elle
est décomposable en produit de cycles a supports disjoints.

f=cio..0q

On a donc ¢? = idx pour 1 < i < [ (supports disjoints) et donc ¢; est une transposition. Le
support de f est donc de cardinal pair. Il existe au moins un point fixe par f.

Si (G, ) est un groupe de cardinal impair, * € G + 2! est une involution qui possede d’apres
ce qui préceéde un point fixe. Cet élément est d’ordre 2. O

Exercice 26.7. Soit G un ensemble muni d’une loi interne associative - ayant un neutre a gauche
et pour laquelle tout élément admet un inverse a gauche. Montrer que (G, -) est un groupe.

Solution. Soit (G, -) un tel ensemble. On note e le neutre a gauche. Soit x € G, y son inverse a
gauche, z l'inverse a gauche de y :

Donc
vy = (2y)(zy) = z(yz)y = zey = 2y = €
On a montré que pour tout élément = € G, son inverse a gauche commutait avec lui. Notons x~

cet inverse a gauche.
Montrons que e est aussi neutre a droite. Soit € G. Par définition ex = x. Or

1

zrt=xlr=c¢
donc
re=x(z )= (zr Nr=cx =2
Donc e est bien un neutre & droite. Conclusion : (G, ) est bien un groupe. O

Exercice 26.8 (Théoreme de Cayley). Montrer qu'un groupe de cardinal fini n est isomorphe
a un sous-groupe de &,,.

Solution. Considérer le morphisme de groupes qui a un élément a de G associe la transposition
par a. O
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Exercice 26.9. Quels sont les sous-groupe finis de (C*, x)?

Solution. Soit G un sous-groupe de (C*, x) de cardinal n et z € G. Alors 2" = 1 donc z € U,.

D’ou G C U, et finalement, par égalité des cardinaux, . O

‘Exercice 26.10. Montrer que les morphismes de (R, +) dans (R, x) sont les exponentielles. ‘

Solution. Soit ¢ un tel morphisme. L’application Inop : (R,4+) — (R,+) est un morphisme
continu et on dispose donc de A € R tel que Inop = Aidg. O

Exercice 26.11. Soit (G, -) un groupe fini.

1. On suppose que pour tout d € N*| (G, ") posseéde au plus un sous-groupe de cardinal d.
Montrer que (G, -) est cyclique.

2. Soit (K, 4+, x) un corps. Montrer que tout sous-groupe fini de (K*, X) est cyclique.
3. Quels sont les sous-groupes finis de (K, x) pour K=R, C, Q[i] et Q {625"} ?

Solution. 1. On note N le cardinal de G.

G:d‘uNAdOflAd:{SUGG|W(ZE):d}

Si Ay # @, G posséde un élément d’ordre d, donc un sous-groupe cyclique d’ordre d et
c’est donc le seul par hypothése. Dans ce cas, |A4| = p(d). Alors,

N=>"JAu= D @< ¢d=N

d|N dIN dIN
Aq#D Aq#2

Les inégalités sont donc des égalités et quel que soit d divisant N, G possede un élément
d’ordre d, notamment il en existe un d’ordre N, donc G est cyclique.

2. Etant donné H un sous-groupe donné de cardinal d dans (K*, x), il est clair que H C {b €
K | b racine de X% —1} = Q4 sous-groupe de (K*, x) de cardinal d (puisque K corps). Alors
H= Q4.

3. — Pour R, {1} et {—1,1}.

— Pour C, les racines n-iémes de 'unité (n € N*.

— Pour Q[i], {1}, {—1,1} et {—1,1,4, —i}.
Lemme 26.11.1. Soit z € Q[i]. z s’écrit de fagon unique sous la forme z =
(a,b,c) € Z> x N* etaANbAc=1.

a+1ib

C

avec

O

Exercice 26.12 (Groupes quasi-cycliques de Priifer - Ulm). Pour p € P, on note U, le groupe
généré par {exp (%’) |aeN } Montrer que U, est indécomposable, c’est-a-dire non isomorphe

a un produit direct de deux groupes non triviaux.

Solution. On démontre aisément que

U= |J Upe
aeN*
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Les sous-groupes de U, sont les U, avec oo € N. Ainsi I'ensemble des sous-groupes de U,, est
ordonné pour 'inclusion.
En effet, soit G un sous-groupe de U, qui ne soit pas un Upa.

VaeN" JzeG z¢Up
Soit a € N* et x € G avec « ¢ Upa. Posons n = min{k € N* | 2 € U« }. On constate que a < n.

Soit k € Z tel que x = exp (2;7,2 ) Par définition de n,

et donc p ne divise pas k. Comme p est premier, pAk =1 d’ou p" Ak =1 et donc Upn =<{z}>.
Ainsi Upa C<{z}>C G et donc

U= JUpCcGCT,
aeN*

L’ensemble des sous-groupes de U, est ainsi ordonné pour I'inclusion.

Si H et K sont deux groupes et ¢ un morphisme de H x K dans U, alors H=Hx {1}
et K = {1} x K sont deux sous-groupes de H x K d’intersection {1} x {1} . Comme ¢ est
un isomorphisme, ¢(H) N p(K) = {1} et donc ¢(H) = {1} ou p(K) = {1} d’ot H = {1} ou
K= {1}. O

‘Exercice 26.13 (Ulm). Caractériser les groupes dont I’ensemble des sous-groupes est fini.

Solution. Les groupes finis conviennent, nous allons montrer que ce sont les seuls.
Soit G un groupe dont ’ensemble G des sous-groupes est fini. Soit x € G. L’ordre de z est
fini. Sinon, x génére un groupe isomorphe a Z qui possede une infinité de sous-groupes.

On note G’ ensemble des sous-groupes monogenes de G. Cet ensemble est fini, et G = |J H.
Heg’

Conclusion : . O

Exercice 26.14 (Ulm). Soit G un groupe fini et f un morphisme de G dans G. Montrer que

ker f = ker f2 < Im f = Im f2.

Solution. En utilisant le résultat de ’exercice et en remarquant que Im f2 C Im f et
ker f C ker f?, c’est immédiat en utilisant 1’égalité des cardinaux. O

Exercice 26.15. Montrer que, pour tout n > 1, il existe un unique sous-groupe de (Q/Z,+) de
cardinal n.

Solution. Les {6, (%), e (”;1)} ol n > 1 semblent étre les sous-groupes cherchés.

Soient n > 1 et H un sous-groupe de (Q/Z,+) de cardinal n. Soit x € Q tel que T € H.
Alors nT = 0 d’ott 7z = 0. On dispose donc de p € Z tel que x = 2. Finalement, par division

euclidienne de p par n, T = (n?) oul0<r<n-—1. Ainsi H C {6,@, e ("—71) }, et ’égalité des

n n
cardinaux fournit 'autre inclusion. O

Exercice 26.16. Quels sont les morphismes de (Q, +) dans (Z,+)?
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Solution. Soit f un morphisme de (Q, +) dans (Z,+). Im f est un sous-groupe de Z. On dispose
ainsi de n € N tel que Im f = nZ.

Sin > 1, soit x € Q tel que f(z) = n. Donc 2 f (g) = n et finalement § € Im f, c’est
——
€z
absurde. Donc n =0 et ’ f est I'application nulle ‘ O

Exercice 26.17 (Exposant d’un groupe abélien fini). Soit G un groupe abélien fini.
1. Montrer que si (z,y) € G? et w(x) Aw(y) = 1 alors w(zy) = w(z)w(y).

2. Soit (m,n) € (N*)2. Montrer qu'’il existe (m’/,n’) € (N*)2 tel que m’ An’ =1, m/|m, n'|n
et m'n’ =mVn.

3. Montrer qu'il existe z € G tel que w(z) = \/Gw(x) appelé exposant de G.
€

Solution. 1. On note m = w(z) et n = w(y). Il est clair que w(zy)|mn. Soit k € N* tel que
(zy)* =1 Alors 1 = (zy)*™ = y*™ donc w(y)|km et (Gauss) w(y)|k. De méme, w(z)k.

Finalement (Gauss) : w(z)w(y)|w(zy) et ‘w(my) = w(z)w(y) ‘

2. Avec la décomposition en facteurs premiers de m et n, on sait que

nvm= [ pmeeteem)
peP

Les entiers m’ et n’ sont premiers entre eux si et seulement si ils n’ont aucun diviseur
premier en commun. m/|m si et seulement si Vp € P v,(m’') < v,(m), de méme pour n et

’ I o . i ’ n _ . .
n'. Enfin, m'n’ = mVn si et seulement si v,(m’) + v, (n’) = max(v,(n), vp,(m)) ce qui nous
conduit a poser

m = Hpap ot ap = vp(m) st vp(m) > vy(n)
oyt 0 sinon

T oﬁﬂp:{o si vy (m) > vy(n)

eP vp(n)  sinon

Les entier n’ et m/ ainsi définis vérifient toutes les conditions voulues.[]

3. Soit z € G d’ordre maximal, noté m. Soit z € G d’ordre n. Soient m’ et n’ les entiers de la
question précédente.
L’ordre de 2= est m/, celui de 27" est n'. Si k est tel que (zm”)* = 1 alors 77%’,‘ > m et donc
k > m'. La premiére question fournit w(zm’z=") = m/n’ = m \V n = m par maximalité de

m. Donc m est multiple de tous les ordres, tout en étant minimal. |w(z) = \/Gw(x)
e

O

Exercice 26.18 (Sous-groupes finis de (K*, x).). Montrer, & 1’aide des résultats de l'exercice
précédent, que si K est un corps commutatif et G un sous-groupe fini de (K*, x), alors G est
cyclique.

1. Attention! ces deux entiers n’ et m’ n’ont rien & voir avec —2— et % .
nAm nAm
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Solution. Soit z € G tel que w(z) soit I'exposant de G, que I’on note m. On note n le cardinal
de G. On a m > n. Par définition de ’exposant,

Gc{zeG|zm-1=0}

et donc le degré du polyndéme X™ —1 est supérieur ou égal a n. Finalement n = m et .

O

Exercice 26.19 (Génération du groupe symétrique &,,). Quel est le nombre minimal de trans-
positions engendrant &,, 7

Solution. Deux démonstrations sont possibles. L’'une s’appuie sur le lemme suivant tandis que
I’autre transpose le probleme aux graphes connexes.

Lemme 26.19.1. Soient G un ensemble de transpositions générateur de &,,, et & C A C [1,n].
Il eziste (i,7) € A x [1,n] \ A tel que 7;; € G.

Lemme 26.19.2. Si un graphe G sur un ensemble E de cardinal n > 2 est connexe, alors il
possede au moins n — 1 arrétes.

O

Exercice 26.20 (Lemme de Cauchy).

1. Question préliminaire : Soit G un groupe fini, de cardinal |G| = p™ ou p € P et m € N*,
opérant sur E un ensemble non vide et fini. On note

Ec={z€E|VgeGg-z=1u}

Montrer que |Eg| = |E| [p].

2. Lemme de Cauchy : Soit H un groupe fini d’ordre n et p € P avec p|n. Montrer que H
possede un élément d’ordre p.

3. Application : Soit H un groupe fini de cardinal n et m € N* tel que Vo € H 2™ = e.
Montrer que n divise une puissance de m.

Solution. 1. Pour z € E on note 2, orbite de z. Ainsi Eq = {z € E |Q, = {z}}. On note
G, le stabilisateur de z : G, = {g € G | g-x = x}. Soient g et ¢’ dans G.

gr=¢ = (g ly) r=0=g ¢ €C, < g¢ €gG,

Donc Q
G
2| =
G
Soient Q1 ..., Q les différentes orbites pour I'action de G sur E non réduites a un singleton.

Comme les stabilisateurs sont des sous-groupes de G, on a |Q;| = 0 [p]. Ainsi on a

k
|E| = |[Eg| + Z 1€2;] (Equation aux classes)
i=1

et donc | |E| = |E¢]| [p] |



193

2. On note e le neutre de H. On consideére 'ensemble
E={(z1,...,2p) e H? | 21..xp = €}

qui est non vide puisqu’il contient (e, ...,e). Son cardinal est nP~!.

On fait agir sur E le sous-groupe de &, généré par le cycle (1,...,p), que I'on note K,
isomorphe & Z/pZ. On définit I'action de K sur E par ¢ (21,...,2p) = (Te1)s - Te(p))- B
est bien stable par -. Il est clair que

Exk ={(z,..,z) |x € Het 2P =€}

D’aprés la question précédente, 0 = |E| = |Ex| [p]. Or Ex # & puisque (e, ...,e) € Ek.

Donc |E,| > p et ‘H posséde au moins p — 1 éléments d’ordre p ‘

3. La décomposition en facteur premiers n = p{*...p%" et le lemme de Cauchy permettent
d’affirmer que H posséde des éléments d’ordre py, ..., p,.. Donc p1|m, ..., p.|m.
O

Exercice 26.21 (Théoréme de Wedderburn). Soit (A, +, x) un anneau divisant fini. Montrer
que A est un corps.

(Assez chaud)

Exercice 26.22 (Automorphismes de &,,). Soit n # 6 un entier naturel. Montrer que les auto-
morphismes de G,, sont intérieurs.

Solution. Soit ¢ un automorphisme de &,,. Etant donné que l'on sait que les transpositions
génerent G,,, il suffit de s’intéresser a 'image des transpositions par .

Soit donc 7 une transposition. ¢(7) est d’ordre 2, mais cela ne suffit pas pour conclure
(considérer un produit de transpositions & supports disjoints). Pour 2k < n, on note Ty, 'ensemble
des éléments de &,, qui se décomposent en exactement k transpositions a supports disjoints.

(... O
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Chapitre 27

Anneaux et corps

Pour montrer qu’un ensemble Eest un corps, (style les corps de nombres) penser a exhiber un
morphisme d’algébre (cela fournit que E est un anneau et un espace vectoriel); puis & montrer
que tous les éléments de l’ensemble sont inversibles. Gain de temps assuré.

Exercice 27.1 (Corps R). Quels sont les automorphismes du corps R ?

Exercice 27.2 (Anneaux tels que 2° = 2.). Soit A un anneau tel que
VeeA 2=z

1. Quels sont les éléments nilpotents de A 7

2. Soit e € A tel que €2 = e. Soit a € A et b = ea(1—e). Calculer b? et en déduire que ea = ae.
En déduire que
Ve A 2% cZ(A)

3. Montrer que A est commutatif.

Des variantes de cette exercice existent : anneau A vérifiant pour tout x dans A, 2% = z,
anneau A vérifiant pour tout x dans A, 2% = x... Dans les deuz cas, A est commutatif.

Exercice 27.3 (Anneaux réguliers). Un anneau A est dit régulier si
YVaceA JueA aua=a

Montrer qu’un corps est régulier
Montrer que Z n’est pas régulier
Donner une condition nécessaire et suffisante sur n € N pour que Z/nZ soit régulier

Soit E un K-ev de dimension finie. Montrer que £(E) est régulier.

AN R A

Montrer que le centre d’'un anneau régulier est régulier.

On rappelle qu’un anneau est dit principal lorsqu’il est intégre et que tous ses idéauxr sont
Principauz.

Exercice 27.4 (Idéaux principaux). Soit A un anneau commutatif. a,b € A. Montrer que si
(a) + (b) est principal, alors (a) N (b) aussi.

Solution. Posons d = aAb, a = ad et b = Bd. (On s’inspire du cas A = Z.) Considérons m = da
et montrons que (m) = (a) N (b). La premiére inclusion est immédiate si 'on y réfléchit bien,

195
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puisque m = ab = fBa. Soit € (a) N (b). Avec des notations évidentes, © = ya = db. Or
d = Aa + pb. Ainsi

x = ya(ia + pb) = yara + pym = adx + pym = aAdb + pym = (Ad + py)m

Conclusion : ‘ (a) U (b) est principal ‘ O

Exercice 27.5 (Anneaux principaux : anneau des décimaux). Montrer que

D={zxeQ|3InecZl0"zecZ}

est principal.

Solution. La démonstration se base sur la remarque importante suivante : si x € D, z s’écrit
x=2%5"p

avec o, 8 € Z et p € Z premier avec 10, car le dénominateur de z n’admet que 5 et 2 comme
diviseurs.

Soit T un idéal de D. Soit = € I. z = 2°5°p comme décrit précédemment. 257 € D donc
|p| € INN*, ensemble possédant un plus petit élément noté a. On montre & I'aide de la division

euclidienne (pour l'inclusion réciproque) que . O

Exercice 27.6 (A[X). principal] Soit A un anneau commutatif. Donner une condition nécessaire
et suffisante pour que A[X] soit principal.

Exercice 27.7 (Anneaux factoriels). Soit A un anneau integre.

Un élément p € A* est dit irréductible si p ¢ A et si pour toute écriture p = uv avec (u,v) € A2,
onawu€A* ouveA*.

Si (a,b) € A%, a et b sont dits associés si a = ub avec u € A*. «Etre associés» est une relation
d’équivalence sur A.

A est dit factoriel si tout a € A* peut s’écrire

_ (e5] (o]
a=up]t..p."

avec u inversible, les p; irréductibles deux a deux non associés, et les o; € N*. De plus cette
écriture est unique au sens suivant : si a = vq;*...¢% avec v inversible, les ¢; irréductibles deux
a deux non associés, les 5; € N*, on a r = s et quitte & renuméroter les g;, p; et ¢; sont associés
et a; = B; pour tout 1 <1 <r.

Montrer qu'un anneau principal est factoriel.

Solution. On raisonne par ’absurde. On se donne A un anneau principal dont un élément a € A
n’admet pas de décomposition factorielle, tout en n’étant ni irréductible, ni inversible ; soient
u,v € A\ A* tels que
a=uv

u et v n’admettent pas de décomposition. On pose ap = a et a3 = u. aj]a et non associé a a
puisque v ¢ A*.

On réitere : on dispose de (a,)nen éléments n’admettant pas de décomposition factorielle,
telle que ay+1]a, et non associé a a,. On pose alors

I, =a,A



197

Pour tout n > 0, I, C I,,41 et 'inégalité est stricte, sinon il existe u,v € A tels que a,, = ua,4+1
et ani1 = va, d'ott apt1(1 —vu) =0 et vu =1, a,, et a,41 associés, c’est absurde.
On montre ensuite que
1= I,

neN
est un idéal de A. Ce n’est pas vrai en général, mais ici ¢a lest par croissance des (I,).
On dispose donc de b € I tel que bA = 1. Soit ng tel que b € 1,,,. Alors, pour tout n > ny,

bA Cl,, CIx CLA

doncl,, =1,, ; absurde des que n > ng. Donc‘ tout élément de A admet une décomposition factorielle.

Il reste & prouver I'unicité d’une telle décomposition. Soient a € A* et (u,v) € AX, (r,s) € N2,
Ply ooy Drs Q1 ---, Gs irréductibles et aq, ..., .., B1, ..., B, entiers naturels tels que

a = uptt..p2 =vg)*..q%
Montrons par récurrence sur oy + ... + a,. que r = s et que, quitte & renuméroter, p; est associé
a q;, et que tous les exposants sont alors égaux.

Si g + ... + a, = 0 alors a est inversible et donc nécessairement s = 0, car sinon ¢; serait
inversible. On suppose a présent oy +...+a,. > 1 tel que la propriété soit vraie au rang précédent,
c’est-a-dire pour toute décomposition avec une somme d’exposants égale & a3 + ... + @, — 1. On
prouve d’abord le

Lemme 27.7.1 (Euclide). Soit p irréductible divisant ab avec a,b € A. Alors pla ou p|b.
Preuve. Considérons I'idéal I = pA +bA. Soit ¢ € A tel que I = cA. ¢ divise p, qui est irréductible,
donc

— ou bien c est inversible, auquel cas = A et 1 = pu+ bv (u,v € A) d’ott a = apu + abv et

donc pla;

— ou bien c est associé & p et alors I = pA or b € I donc p|b.

Revenons a la démonstration. p, divise un des facteurs ¢, ...,qs ou v, mais ce dernier est
inversible, donc ce n’est pas possible, car sinon p, serait inversible. Quitte a renuméroter et a
changer v, on suppose que p, divise g5, auquel cas p, = g5 (puisqu’ils sont tout deux irréductibles)
et

Lt e = gl gl

T
Deux cas sont alors a distinguer.
— Si a,. — 1> 0 alors p, divise un des ¢;, ce ne peut étre que g, donc p,|gZ~1.
— Si o, =1 alors 8s =1, sinon ¢, = p, divise un des ¢;, 1 < j < s —1, c’est impossible.
On applique I’hypothese de récurrence a p%, ce qui donne r — 1 = s — 1, et quitte & renuméroter,
p; = q; pour ¢ >r et a; —1 = ; — 1. La récurrence se propage. O

Exercice 27.8 (Anneaux euclidiens). Soit A un anneau intégre. On dit que A est euclidien
lorsqu’il existe une application ¢ : A* — N tel que, pour a € A et b € A*, il existe (¢,7) € A2 tel
que

a=bqg+ret(r=0ouqe(r)<epb)

1. Donner des exemples d’anneaux euclidiens.

2. Montrer qu'un anneau euclidien est principal.

Ainsi, pour A anneaux commutatif et intégre,

A euclidien = A principal = A factoriel ‘
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Exercice 27.9 (Entiers de Gauss). On définit

Z[i] = {u+iv € C| (u,v) € Z*}

{Z[i - N
@ -

a aa

ainsi que

1. Décrire le groupe des inversibles de Z[i].
2. Montrer que Z[i] est euclidien pour .

3. En déduire que Z[i] est factoriel.

Exercice 27.10. 1. Montrer que
Q2] = {a+bv2| (a,b) € Q*}

est un sous-corps de C.
2. Déterminer les automorphismes de Q[v/2].

3. Déterminer les sous-corps de C qui sont isomorphes Q[v/2].

Exercice 27.11. Soit A un anneau commutatif. Montrer que A est un corps si et seulement si
ses seuls idéaux sont A et {0}.




Chapitre 28

Arithmétique

Exercice 28.1 (Théoréme chinois). Soient nq, ..., n, des entiers de N\ {0,1} 2 a 2 premiers entre
eux et by, ..., b, des entiers relatifs. Montrer que ’ensemble des solutions du systeme

x = b [n]

x = by [n

est une classe modulo niny...n,.

Solution. On note S I’ensemble des solutions du systeme de congruence. Montrons d’abord que
S # @. Construisons z; € Z tel que z; = 1[n;] et ; = 0[n;] si j # 4. On prend ¢ = 1 pour fixer
les idées.

ny est premier avec ng, ..., n, donc il existe u,v € Z tels que uny + v(ng...n,) = 1. On prend
x1 = v(ng2..np) = 1 —uny qui répond au probléme. On construit de méme x, ..., ).

Par conséquent,

p
=1

est une solution particuliere du probléme. Soit y € Z.

yeS<=Vie{l,..,p} y=b;[n]
—Vie{l,..,p} y=uzn
—Vie{l,..,p} nly—=x
= yeErtn.nl

Conclusion :

‘S =x+ nl...an‘

O

Exercice 28.2. Montrer qu’il existe un multiple de 23 qui ne s’écrit qu’avec des 1 en base 10.

199
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Solution. [ Soit nj, = 111....1111 (k fois le chiffre 1 en base 10). On considere la division eucli-
dienne par 23 : ni = qr X 23 + 1 avec 0 < rp < 22. Or I'application
k— 1y,
n’est pas injective : On dispose de [ < m € N tels que 1, = 7,,. Alors
23|7,, — ny = 1111..1110000...000 = 1, _;.10".
O

Exercice 28.3. Soit p un entier premier, ¥ non nul et i € {1, ..., p*~1}. Déterminer la valuation

p-adique de (p:).

Solution. On a
. pk k¢ k k-
z!<i>=p(p - 1..(pF —i+1)

et si A € {1,...,i — 1} il est facile de montrer que v,(p* — \) = v,()).

Finalement,
vy (il) + v ((pzk» —v((i— 1)) +k

()

et donc

O

Exercice 28.4 (Ulm). Montrer que pour tout n > 2 le dénominateur réduit de >_7_; % est pair.

Solution. L’ensemble
{va(k) [1 <k <n}

est non vide et admet un maximum «. Montrons que celui-ci est atteint en un unique k en
raisonnant par ’absurde. Soient k et k¥’ dans {1,...,n} distincts avec

k=2%2s+1) et k' =2%2r +1)

oll s < r. Mais dans ce cas 2%(2s + 2) = 2°T!(s + 1) est dans |s,r[# @, de valuation 2-adique
strictement supérieure a a.
Finalement

n 1 A
2%~ m

ou A et B sont impairs.
En remplagant Y ,_, % par y .. % on peut, en adaptant légérement la preuve précédente,
montrer que cette somme n’est pas entiere si m > n > 2.
U

Exercice 28.5. Soit p un nombre premier, p > 3.
Montrer que (Z/pZ*) est cyclique en utilisant ’exposant d’un groupe abélien fini (voir 'exercice

26.17).

1. Solution proposée par Maxime Bombar.
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Solution. Soit d un diviseur de p — 1. Un élément x € G est d’ordre d si et seulement si il est

racine du polynéme X% — 1.

Notons m 'exposant de (Z/pZ)*. 1l existe x € (Z/pZ)* élément d’ordre m (d’apres 'exercice
. Alors tout élément y de (Z/pZ)* est racine de X™ — 1. Or m|p — 1 et Z/pZ est un corps,
donc m = p — 1 et le résultat est prouvé. O

Exercice 28.6 (Résidus quadratiques). Soit p > 3 un nombre premier. On appelle résidu qua-
dratique toute classe de Z/pZ qui est un carré.

1. Dénombrer les carrés de Z/pZ

2. Soit a € (Z/pZ)*. Montrer
—1 —
acarré a7 =1

3. Montrer que —1 est un résidu quadratique si et seulement si p = 1 [4].

Solution. 1. Soient z et y dans (Z/pZ)*.
=yt -y =0= (z-y(v+y =0<=yc{—a,2}
Ainsi, si I'on considere
| @/pZ)" — (Z/pZ)"
L r 2’

alors on peut ranger par paires les éléments de (Z/pZ)* selon leur image par .

Ilya % carrés dans (Z/pZ)*.

2. L’ensemble des carrés de (Z/pZ)* est un sous-groupe de cardinal % de (Z/pZ)*. Si a est

un carré, le petit théoreme de Fermat assure a 2 = 1. Réciproquement, si a 2~ = 1, alors
. p—1 . , . , p—1
a est racine de X2~ —1 qui admet les carrés pour racines et est de degré 25~ dans le corps

Z/pZ. 11 y a donc identité entre les racines de X% — 1 et les carrés, et finalement a en est

un.
3. On applique ce qui précéde & a = —1. La condition nécessaire est prl pair, c’est-a-dire
p = 1[4]. Cette condition est suffisante.
O
Exercice 28.7 (Théoréme de Wilson). Soit p € N*. Montrer
p premier < (p—1)! = —1 [p]
L O

Solution. Considérer I'involution f :F, — F,,x — 27".

Exercice 28.8. Soit p un entier premier supérieur ou égal a 5.
Montrer

p=1[3] <= X® + X + 1 possede une racine dans Z/pZ

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Supposons que p — 1 est divisible par 3. On remarque que
XP—1=X-1)X*+X+1)

Comme Z/pZ est cyclique, il posséde un élément d’ordre 3. X2 + X + 1 posséde une racine.
CONDITION SUFFISANTE. Si X2+ X+ 1 posséde une racine, alors I’écriture précédente permet
d’affirmer l'existence d’un élément d’ordre 3. Le théoréme de D’Alembert assure 3|p — 1. O
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Exercice 28.9. Soit p premier supérieur ou égal a 5. Soit n le plus petit résidu non quadratique
modulo p. Montrer que n < /p + 1.

Solution. Soit m le plus petit entier tel que mn > p. On remarque que cela impose mn —n < p
et donc p < mn < p+n ce qui donne en passant aux classes modulo p : mn est un carré. Puisque

n n’en est pas un, m non plus et n?2 < mn. Donc n? —n < p et finalement | n < VPt 1| O

Exercice 28.10. Soit p premier. Montrer que

O




Chapitre 29

Polynomes

Exercice 29.1 (Lemme de localisation des racines). Considérons le polynome P = X< +
ag—1 X% 1+ ...+ ag dont les coefficients sont dans C. Soit z une racine de P. Montrer que

d—1
|z| < max (1, Z ai|> .
k=0

Solution. Si |z| <1, c’est évident. Supposons |z| > 1. Alors

IS S W
|Z|N1k* k

n—1

> | <

k=0

2| =

Exercice 29.2. Soit P € C[X]. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
P(C)

R)
)

=

C
P(R) =R
P( Q

(Z) =7

. P

N

)

Solution. 1. CONDITION NECESSAIRE. Si P(C) = C alors P n’est pas constant.
CONDITION SUFFISANTE. Si degP > 1 alors, pour z € C, P — z possede une racine dans C
et donc z € P(C).

2. CONDITION NECESSAIRE. On suppose que P(R) = R. Les polyndmes d’interpolation de
Lagrange fournisse P € R[X]. Le degré de P est impair, sinon on a a € R\ P(R) # .
CONDITION SUFFISANTE. On suppose P € R[X] et de degré impair, donc P(R) C R. Le
théoreme des valeurs intermédiaires fournit ’autre inclusion.

3. CONDITION NECESSAIRE. On suppose que P(Q) = Q. Les polynomes d’interpolation de
Lagrange fournisse P € Q[X]. Le degré de P est pair. Nous allons montrer qu’il est néces-
sairement égal a 1. Supposons par I’absurde que degP > 3.

d
P= Z ap Xk
k=0

203
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Quitte a multiplier par m € N* on peut supposer dans la suite que les a; sont dans Z, et

quitte a factoriser par le pged des ay, on suppose dans la suite ag A ... Aag = 1.

Soit p € P ne divisant pas aq. Supposons que zl) € P(Q). Soit r = % € Q tel que P(r) = %.

Z,

d
lzzak

p k=0

)

k d
- dott D* =) " axN* D4 Fp
k=0

donc p|D? d’ott p|D et finalement p? divise

d—1
D — Z appNFDA=F = pa N9
k=0

ce qui est absurde par hypothese. Donc degP = 1.
CONDITION SUFFISANTE. Supposons P € Q[X] et degP = 1. Alors il est clair (TVI) que
P(Q) = Q.

4. CONDITION NECESSAIRE. On suppose que P(Z) = Z. On sait déja que P € Q[X] et de degré
impair. Supposons par absurde que deg P > 3. Alors, lorsque n — +o0, |[P(n+1)—P(n)| —
+o00. Dans la suite on suppose le coefficient dominant de P strictement positif. On dispose
de N € N tel que

n>N=Pn+1)>Pn)+2

Soit M = supP(n) et N’ € N tel que
n<N

n>N = P(n)>M

Pour n > max(N,N’), P(n) + 1 ¢ P(Z), c’est absurde. Donc P est de degré 1. P = aX + b
avec a,b € Q. P(0) fournit b € Z et P(1) fournit a € Z. Ainsi P € Z[X]. Si |a| # 1 alors
P(Z) Cb+a|Z # Z donc a € {—1,1}.
CONDITION SUFFISANTE. Si P est de la forme +£X + m avec m € Z, alors il est clair que
P(Z) = Z.

O

Exercice 29.3. Montrer

{P € CX]| P(R) c Ry} = {P*+ Q* | P,Q € RX]}

Solution. Une inclusion est évidente. Notons
A={PcCX]|PR)CcR;} B={P’+Q?|P,QecR[X]}
Montrons d’abord que B est stable par produit. Cela découle du
Lemme 29.3.1. Soit (A, +, x) un anneau commutatif. Pour tout (a,b,c,d) € A,
(ac — bd)? + (ad + be)* = (a® 4+ b?)(c? + d?)
Soit P € A. Les polynémes d’interpolation de Lagrange assurent que P € R[X]. On écrit alors

t s

P=c[[(X—a) []X*—2b:X + ;)

i=1 j=1
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Une évaluation en +oo fournit ¢ > 0, donc ¢ = (\/5)2 € B. Une évaluation au voisinage des racines
réelles de P fournit w; pair, donc (X—a;)*" € B. Enfin, X2—2b;X+¢; = (X—b;)?+(v/c; — b;)? € B.
Comme B est stable par produit, P € B.

[{P e C[X]| P(R) CR,} = {P* + Q* | P,Q € RIX]}|

Exercice 29.4 (Théoréme de d’Alembert-Gauss). Montrer que C est algébriquement clos.

Solution. On raisonne par ’absurde. Soit P € C[X] non constant et sans racine dans C.

f 2z |P(x)| est continue et tend vers +oo lors |z| — £oo. f présente donc un minimum
atteint en un point w € C. (...)

On se ramene au cas w = 0 et P(w) =1 avec

PX+w)

R %)

On a alors
Q(X) =14 b, XP 4 ... + X1

avec 1 <p < qetb, #0. On pose b, = pe’ avec p > 0 et § € R ainsi que u,, = %6_%6%. On

obtient L
2
1
npb npbP

2 1
12p+0(>
np npP

2 e’ i 1
1<|Qun)l"=1+p—e e +o| —
npP

np
et donc

Q) — 1~
Ainsi |Q(uy,)| < 1 pour n assez grand. C’est absurde. ’ C est algébriquement clét. O

Exercice 29.5 (Théoréme de Gauss-Lucas). Soit P € C[X] de degré > 2. Montrer que les racines
de P’ sont dans ’enveloppe convexe des racines de P.

Exercice 29.6. Montrer que I’ensemble des polynomes réels scindés de degré supérieur ou égal
a 1 est stable par dérivation.

Solution.
S

P=a][(X-a)™
i=1
avec 11 < ... < Ts et aq, ..., a5 dans N*. P’ est de degré n — 1. Les x; tels que a; > 2 sont racines

de P’. Le théoréme de Rolle fournit les s — 1 racines manquantes, chacune dans ]z;, ;41| pour
1<i<s—1. O

Exercice 29.7 (Polynéme irréductible sur Q). Pour n > 2, montrer que X" — 2 est irréductible
dans Q[X].

Solution. Soit n > 2.
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1. Pourk=1,..,n—1, 2% ¢ Q.
k
Supposons par ’absurde que 1’on puisse écrire 2» = % avec (A,B) € ZxN*et ANB=1.
Alors
A" — Qan
d’ou
nve(A) =k + na(B)
ce qui est impossible.
2. On raisonne par l'absurde en supposant X" —2 composé dans Q[X]. Sa décomposition dans
C est

n

X -2 = T (X —27e™)

k=1
Un diviseur strict irréductible de X™ — 2 s’écrit
2ikj7r

ﬁ(xzie 0 >

j=1

oul <k <..<ks<netl<s<n-—1. Maisalors B(0) € Q avec

5 2ik ;7 s in
B(0) = H (—2% o ) = (_1>82;e27(k1+...+ks)

j=1

et donc e (Fit—tk) ¢ RNU = {—1,1} ce qui fournit 2% € Q. Absurde. Conclusion :
‘ X"™ — 2 est irréductible dans Q[X] ‘

O

Exercice 29.8 (Polynéme cyclotomique). Pour d € N* on appelle d-iéme polynéme cyclotomique
le polynéme

> 3
&
=1
-

1. Soit n > 2. Montrer que
X" —1=][]2uX)
d|n

2. Montrer que ®4(X) € Z[X] pour tout d € N*.

Solution. 1.

Xt—1=[[&-2=]] II =11 I] X-2 =]]2«X)

z€U, dln z€U, d|n z€Aq4 dln
w(z)=d

2. On raisonne par récurrence sur n et on utilise la question précédente.
O

Exercice 29.9 (Contenu). Pour A € Z[X] on appelle contenu le pged des coefficients de A, noté
cont(A), et on dit que A est primitif si cont(A) = 1.

1. On suppose A et B primitifs. Montrer que AB est primitif.
2. A,B € Z[X]. Montrer cont(AB) = cont(A)cont(B).




207

Solution. 1. Supposons par ’absurde que AB ne soit pas primitif. Soit p entier premier divi-
sant cont(AB). Considérons la projection suivante :

Z[X] — zZ/pZ[X]
d d
P Y axt o Y ax
k=0 k=0
qui est un morphisme d’anneau (car ¢+ € en est un) et 'on a :

0= ¢(AB) = p(A)p(B)

or Z/pZ est un corps, donc est integre; p(A) = 0 ou ¢(B) = 0. A et B jouant des roles
symétriques, supposons @(A) = 0. Mais alors p divise chacun des coeflicients de A, donc
divise leur contenu. C’est absurde.

2. On peut écrire A = cont(A)A et B = cont(B)B avec A et B primitif. La question précédente

permet de conclure.
O

Exercice 29.10. Soient P et Q dans Z[X]. Montrer que

P|Q dans Z[X] <= P|Q dans Q[X] et cont(P)|cont(Q)

Exercice 29.11 (Critére d’Eisenstein). Soit A = ag + a1 X + ...a, X" un polynéme de Z[X]. On
suppose qu’il existe p un entier premier tel que

— p divise ag, ..., @p—1

— p ne divise pas a,

— p? ne divise pas ag
Mountrer que A est irréductible dans Q[X].

Solution. On suppose A pas irréductible dans Q[X]. On pose A’ = Coﬁt + et on dispose de B’ et

C’ dans Q[X] tels que A’ = B'C’. On pose B = B’ et C = §C’ o 3 et § sont respectivement
les ppmc des dénominateurs des coefficients de B’ et C’. Ainsi SJA’ € Z[X] et on constate que
cont(B)cont(C) = cont(BéA’) = 4. Finalement, en notant o = cont(A),

A= oAl — BC o, aBC B B C
T = aﬁ § B cont(B)cont(C) _&cont(B) cont(C
€L e e o et

€Z[X] €Z[X]
On dispose ainsi de A et B dans Z[X] tels que A = BC. On note
B=0X"+ .. +bet C=cX' +..+0c

avec k+ 1 = deg A = n. Mais alors, en notant B et C les projections dans Z/pZ[X] de A et B, on
obtient les résultats contradictoires suivants.

Comme p ne divise pas a,, degB = k et degC = [. Les hypotheses donnent B = b, X" et
C = X! (récurrence). Ainsi by = ¢y = 0 et donc p?lag ce qui est contradictoire avec I’hypothese

de départ. | A est irréductible dans Q[X]. | 0

Ce critére prouvera son utilité dans 'exercice suivant.
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2im

Exercice 29.12 (Irréductibilité de ®,(X) dans Q). Soit p un nombre premier. On note w = e’»
et (X)) =XP 1+ . +X+1.

1. a) On suppose ®,(X) irréductible. Montrer que ’ensemble des polynoémes annulateurs
de w est un idéal de Q[X] engendré par ®@,. (C’est une généralité relative aux nombres
algébriques.)

b) Montrer que ®,(X + 1) est irréductible.

c) En déduire que @, est irréductible.

2. Corps cyclotomique. Montrer que Q[e%] est une sous-algebre de C.

Exercice 29.13. Soient aq, ..., a, € Z. Montrer que si les a; sont distincts, le polynéme
P=1+X-a1)%.(X—a,)?

est irréductible dans Z[X].

Solution. On raisonne par 'absurde en supposant P = AB avec A,B € Z[X] et 1 < degA <
degP —1et1<B<degP —1.

On a pour tout 1 <i <n A(a;) = B(a;) = 1 (quitte & changer A et B en —A et —B) et
deg A = degB = n (car sinon A — 1 ou B — 1 est nul, ce qui n’est pas le cas). Le coefficient
dominant de A — 1 est « € Z, et celuide B—1est 5. Ona o > 1 et aff =1 (considérations sur
le signe de P et le coefficient dominant). Finalement, A = B et

1+ [[(X—a)? = (14 [[(X = a:))?
i=1 =1
d'oit 0 = 2]}, (X — a)...| P irréductible dans Z[X]. | O

Exercice 29.14. Soient ay, ..., a, € Z. Montrer que si les a; sont distincts, le polynéme
P=(X-a)..X—ap)—1

est irréductible dans Z[X].

Exercice 29.15. Soit n € N* et zq,...,2, des complexes deux a deux distincts, ainsi que
ma, ...,m, dans N*. On suppose que [];_, (X — z;)™ € Q[X].

Montrer que
n

[I(xX-2) € Q]

i=1

Solution. Ce qui suit traite de généralités sur les algébriques.

Si w € C est algébrique (sur Q), ’ensemble des polynomes rationnels annulateurs de w est
un idéal principal de Q[X], généré par le polynéme minimal de w, noté Ilg,,. Celui-ci étant
irréductible, g, A g , = 1 et par conséquent Ilg,, est un psars dans C.

Les z1, ..., zp, sont algébriques par hypothése. On définit sur Z = {z1, ..., 2, } la relation d’équi-
valence R :

ziRz; & g,z = g,z
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et on a donc, en notant 4, ..., les classes de Z/R. Si z est un représentant de €, il est clair
que Qi = {y € C| Iy .(y) = 0}. Finalement,

Exercice 29.16 (Résultant de deux polyndmes).

Exercice 29.17 (Formules de Newton (1707)). Soit n un entier > 2, K un corps, x1, ..., z, € K.
Pour p € N on note
n
Sp = Z y
i=1

On note o1, ..., 0, les fonctions symétriques élémentaires de x1, ..., x,, définies par

O = E Ty Ly Ty,

1<i1<i2<...<ix<n

Démontrer les relations suivantes :

1. Pour p > n,
Sp - Jlsp,1 + ...+ (—].)n_lO'n,lSp,nJrl + (—1)"0nSp,n =0
2. Pour 1 <p<n-—1,

Sp —01Sp_1 + .. + (=1)P" Lo, 1S + (=1)Po,p =0

Solution. 1. On considere

Il s’écrit aussi
P=X"+) (~1igX"""
i=1
et puisque P(z;) =0, pour 1 <i <mn,
xp —oxin—14+...4+(=1)P0, =0

ce qui donne en multipliant par x;p — n

p

zf —oxip—1+...+ (-1)Poz;p—n=0

et finalement en additionnant les relations pour 1 < ¢ < n on obtient

Sp — Ulsp_l + ...+ (—1)”0nSp_n =0
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2. C’est plus délicat mais on s’en sort quand méme! La difficulté est surtout dans I’écriture...

n n n
_ P __ p—1 o p—1
Sp = g Ty, = E T g Ty, — E T, T,
k=1 k=1 k=1 1<i1,i2<n
i1#ig

De méme on a
n
_ p—2 | _ p—1 p—2
09Sp—2 = E Tiy Ly E Ty, = E Ty, Ty, + E Tiy Tip Ty,
1<iy <iz<n k=1 1<iy iz<n 1<iy <iz<n
i1#ig i3 Fi1,i2

Normalement on commence & comprendre comment ¢a marche et on pose donc assez na-
turellement pour 0 < k <p-—1

—k
Ay = E Ty Ty T, T

Tk+1
’Lk+1#’i1 ..... ik
Ona Ay =S, et Ap_; = pop avec la relation pour 1 <k <p-—1:
okSp,k =Ar_ 1+ A

En réinjectant cette relation rang apres rang (avec lalternance de signe) on obtient bien

Sp — Ulsp_l + ...+ (—l)pilo'p_ls1 + (—l)pO'pp =0

O

Exercice 29.18 (Un théoréme de Kronecker). Soit P € Z[X] unitaire dont toutes les racines
complexes sont de modules < 1.
Montrer que toutes les racines de P sont des racines de 'unité.

Solution. On note n le degré de P et z, ..., z,, les racines de P comptées avec leur multiplicité.
01, -...,0n les fonctions symétriques des racines.

P=X" -0 X" ' 4 0:X" 2 4 ..+ (=1)"0,

On en déduit que o € Z et plus précisément

n
lok] < Z Ziy ZigZiy, | < (k)

1<i1<i2<...<ip<n

ce qui fournit le résultat suivant : ensemble ,, des polynémes unitaires de degré n dans Z[X]
dont les racines sont toutes de module < 1 est fini.
On pose alors pour k € N*
P = (X —20)...(X = 2F)
k

polynome dont le coefficient devant X"~" est (—1)"o,(21, ..., 2,:). C’est un polyndme symétrique
en zi,...,zn a coefficients dans Z, donc un polyndéme a coefficients entiers en les fonctions sy-
métriques élémentaires des z; qui sont elles-mémes dans Z. Finalement, Py € ,,. Comme cet

ensemble est fini, il en est de méme pour I’ensemble des racines de ses éléments, et donc k — z¥

n’est pas injective. Autrement dit | z; est une racine de I'unité ‘ O
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Exercice 29.19 (Automorphismes de K(X)).
1. Déterminer les automorphismes de la K-algébre K[X].

2. Déterminer les automorphismes de la K-algébre K(X) des fractions rationnelles & une in-
déterminée.

Exercice 29.20. 1. Soit Q € R[X] scindé sur R et a € R.
Montrer que Q + aQ’ est scindé sur R.
2. Soient P =Y"7_  apX* € R[X] et Q € R[X] des polynomes scindés sur R.
Montrer que R = >} _, axQ®) est scindé sur R.

Solution. Remarque : si Q est scindé sur R, Q' 'est également, d’apres le théoréme de Rolle.

1. On exclut le cas trivial ou a = 0. Supposons a # 0 et considérons la fonction f de la classe

C®° définie pour tout x € R par ‘

f(x) = ae<P(x)
On a pour z € R,
f(x) = (P(z) + aP'(z))e=

et d’apres le théoreme de Rolle, f’ s’annule un nombre de fois égal au cardinal des racines
simples de Q moins un. Ainsi Q + aQ’ posséde deg Q racines réelles et est donc scindé sur
R.

Autre approche : si Q = (X — a1)“"...(X — as)¥s étudier

oo (L) = 1ray

qui tend vers +o0 en a;" et vers —oo en a; , donc s’annule sur Ja;, @41, 1 <4 < s—1
(TVI) ce qui fournit les racines manquantes.

2. Si on note D 'opérateur de dérivation,

R=PD)(Q) =a(Q - @1Q)..(Q" — axQ)

avec des notations évidentes et il suffit d’appliquer la question précédente.
O

Exercice 29.21 (Polynomes symétriques). P € K[Xjy, ..., X,,] est dit symétrique en les X; si
Voe®, P(Xi,..Xn)=PXo) o Xowm)
Montrer que si P € K[Xy, ..., X,,] est symétrique, alors il existe Q € K[Xy, ..., X,,] tel que
P(Xy, .., Xpn) = Qo1(Xy, oy X))y ooy 00 (X1 ooy X))

ou pour 1 < k < n, o est le polynéme symétrique élémentaire

ok (X1, ., Xp) = > Xy, X, X,

1<ii<iz<...<ixg<n
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Chapitre 30

Espaces vectoriels et applications
linéaire

Exercice 30.1 (Théoréme de la base incomplete). Soit E un espace vectoriel. On suppose
qu’existe une famille libre £ d’éléments de E, de cardinal fini, et une famille génératrice G de E
de cardinal fini.

Montrer qu’il existe une base de E obtenue en complétant £ par des vecteurs de G.

Solution. On suppose E # {O}B On note £ = {z1,...,24} et G = {zg41,..., 2, }. Considérons
alors
A={le[0,r—q] |3z, ....;75, € G, 1, ..., Tg, Ty, ..., Ty, libres}

qui est une partie non vide et majorée de N, donc A contient un plus grand élément, noté n.
On dispose ainsi de z;, , ..., x;, n vecteurs de G tels que B = (x1, ..., g, iy, ..., T;,, ) libres.
Soit j € {q + 1,...r}. Montrons que z; € Vect(B). Si j € {i1,...,in}, c’est vrai. Sinon,

Jj ¢ {i1,..,in, 1,...q} et alors par maximalité de n, (z1, ..., Zq, Ty, ..., Zi,, , ¥;) est liée, donc z; €

Vect(B).

Conclusion : B est libre et génératrice. C’est une base de E. O

Exercice 30.2 (Théoréme du rang). Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F un espace
vectoriel quelconque, et u € L(E, F). Montrer

dimE = rgu + dim keru

Solution. Soit H un supplémentaire de ker u dans E, et

. {H — Imu
a:

@ est linéaire et clairement injective (puisque H Nkeru = {0}). Soit y € Imu et = € E tel que
y = u(x). Soit (h,l) € H x keru tels que x = h + .

y=u(z) =ulh+1) =uh) +u(l) =u(h) = a(h)

1. On dispose donc d’une famille libre de cardinal 1. Si E = {0}, alors £ = @ et la démonstration est la méme
avec A ={l € [0,r —q] | 3ziy,...,zi, € G, (T1,..1;Tq, Tiy, -, Ty ) libres}
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donc y € Im 4 et 4 est surjective. Ainsi H est isomorphe & Imu. D’ou rgu = dim H etE]
dimE = dim H 4+ dim ker u = rgu + dim ker u

O

Exercice 30.3. Soient E, F et G trois K-ev de dimensions finies. Soient f € L(E,F) et
g € L(E,G). Montrer I’équivalence suivante :

e LF,G),g=¢dof & kerf Ckerg (30.1)

Solution. Le sens direct est évident. On s’intéresse a la réciproque en supposant que ker f C ker g,
pour construire ¢. Soit (vy, ..., vs) base de Im f complétée en (v1, ..., vs, M1, ..., ) base de F. Pour
i=1,...,s, soit u; € E tel que f(u;) = v; (rappel : on définit 'application linéaire par son action
sur une base).

Soit ¢ € L(E,F) telle que Vi € [1,s], ¢(v;) = g(u;) et Vi € [1,7], ¢(n;) = 0. Montrons que
¢o f=g. Soit (€1, ..., €, uy, ..., us) une base de E. On vérifie aisément que g et ¢ o f coincident
sur cette base. O

Exercice 30.4. Soient E, F et G trois K-ev de dimensions finies. Soient f € L(E,G) et g €
L(F,G). Montrer I’équivalence suivante :

dpe L(E,F), f=go¢p ©Imf Clmyg (30.2)

Solution. On s’intéresse au sens réciproque. Soit (e, ..., e,) une base de E et, pour i = 1,...,n,
soit &; tel que g(g;) = f(e;).
Soit ¢ € L(E,F) telle que ¢(e;) = ;. On vérifie que g o ¢ et f coincident sur (eq,...,e,). O

Exercice 30.5 (Lemme des rangs). Soit E un K-ev de dimension finie, et f un endomorphisme
sur E.

Pour tout k& € N*, on note 7, le rang de f*. Montrer que la suite ainsi définie est décroissante,
concave (ie que Vk € N* rj0 — 11 < rgy1 — 7k), et que (rp = rgp1 = Vv > kr, =1).

Exercice 30.6 (Union de s.e.v stricts). Soit K un corps commutatif et E un espace vectoriel sur
K. Montrer que si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E tels que F U G est également un
sous-espace vectoriel, alors F € G ou G C F.

Solution. On suppose par absurde que F ¢ G et G € F. On dispose € F\ G et y € G\ F.
x et y sont dans F U G et donc = + y aussi. Supposons par exemple que x + y € F. Alors
y=(x+y)—xz €F. Absurde. O

Exercice 30.7 (Espace vectoriel union de s.e.v stricts). Soit K un corps commutatif et E un
espace vectoriel sur K. Soit k& > 2 et (V;)1<i<k une famille de s.e.v. stricts de E. S1E = V,U...UVy,
montrer que K est fini et que [K| < k — 1.[7] Cas d’égalité ?

a. Ainsi un espace vectoriel sur Q, R ou C n’est pas union finie de sous-espaces vectoriels stricts.

2. Cette démonstration prend bien son temps, mais est pleine de sens. C’est une ode au théoréme du rang.
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Solution. Quitte a retirer Vi on suppose Vi §Z Vo U ... U Vg. On dispose de =z € V; avec
x ¢ VaU...UViety € VaU...UVy avec y ¢ Vi. On va injecter K dans {2,...,n}.

Pour tout A € R, comme y ¢ Vq, alors Az +y € Vo U ... U V. L’application A — iy tel que
Az +y € V;y est injective, puisque si p et A sont tels que iy =i, alors (A — p)z € Vo U ..UV},
ce qui impose A = . Donc K est fini et |[K| < k — 1. O

Exercice 30.8. Soit K un corps infini et E un espace vectoriel de dimension finie sur K. Soient Fy,
..., F'p des sous-espaces stricts de E, de méme dimension. Montrer qu’il existe un supplémentaire

commun a tous les F;.

Solution. On note r la dimension des F;. L’ensemble des sous-espaces G de E tels que F; N G = {0}
pour tout ¢ dans {1,...,p} est non vide : il contient {0}. Considérons G dans cet ensemble, de
dimension maximale. Si r + dim G < dim E, d’apres Iexercice [30.7] on dispose de z € E qui ne
soit dans aucun des F; @& G. Mais alors G @& Kz est un supplémentaire commun a tous les F; et
il est de dimension strictement supérieure a celle de G. Donc finalement, r + dim G = dim E et

le résultat est prouvé. O

Exercice 30.9 (Liberté de quelques familles remarquables de fonctions). Montrer que dans
C°(R,R), espace vectoriel sur R, les familles suivantes sont des familles libres :

1.z~ e AeR
2. z — cos(Ax), A€ R
.z—]z—A, eR

Solution. 1. Raisonner par l’absurde, réordonner judicieusement la combinaison linéaire 0 =
iy Hifa, avec Ay > ... > A, tout en retirant les y; nuls. Notamment, py # 0. Mais alors

n
: —A E Ai _
xllgl{looe e ( Hi€ z) = K1
=1

D’ou py = 0, absurde.

2. Raisonner par récurrence sur le nombre de termes non nuls dans une combinaison linéaire
donnée. Pour ’hérédité, dériver deux fois la somme de fonctions, ajouter ce que I’on obtient
a An? >, fa et appliquer I'hypothése de récurrence. Cette méthode est valable pour
I’exemple précédent, notamment lorsque I’ensemble de définition considéré n’est pas R
tout entier.

3. Etudier la dérivabilité d’une combinaison linéaire.
O

Exercice 30.10. Pour a € C, on note g, = (a")nen (ici 0° = 1). Montrer que (gq)aec est une
famille libre de CN.

Solution. Voir chapitre de réduction. O

Exercice 30.11 (Espaces vectoriels sur R de dimension paire). Soit E un R-ev de dimension
finie n. Etablir ’équivalence des assertions suivantes :

(i) 3f € L(E) fof=—idg

(ii) n est pair

(iii) il existe sur E une structure de C-ev induisant la structure initiale de R-ev




216 CHAPITRE 30. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRE

Solution. (i)=-(ii) : Si (ey, ..., €q4) est une C-base de E, il est facile de montrer que (e, ..., €4, i€, ..., ieq)
R-génere E et qu’elle est R libre.

(i)=(iii) : Considérer p : E — E, x > iz.

(iii)=-(i) : Considérer

§ { CxE — E
(z,u) = RE)u+ S(2)e(u)

La propriété ¢? = —id intervient lorsqu’il s’agit de vérifier z; * (22 * ¥) = 2120 * x.
(ii)=-(iii) : Soit (eq, ..., e24) une R-base de E. Considérer ¢ € L(E) définie par

(e) = eqri sil<i<d
P =N ey sid+1<i<2d

O
Exercice 30.12. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f, g € L(E). Montrer
dimker g o f < dimker f 4+ dimker g
Solution.
dimE = dimker f 4+ rg f
dimE =dimkergo f +rggo f
De plus,
rg f = dimker gy 5 + 189 1m f
= dimker g|1, f + 1890 f
d’ou
dimker g o f = dimker f + dimker g, y < dimker f + dimker g
O

Exercice 30.13. Soit E un R-ev de dimension finie et f € L(E). Etablir 'équivalence des
conditions suivantes :

(i) Im f =ker f
(ii) fof=0et Ihe LIE) hof+ foh=idg
Exercice 30.14. Soit E un R-ev de dimension finie n, U et V deux sev de L(E) tels que
U+V=LE)etV(u,v) e UxV wov=—-vou.
1. Soit (p,q) € U x V tel que p + g = idg. Montrer que p et g sont des projecteurs.

2. On pose 7 = rgp. Montrer que dimV < (n —r)2.
3. En déduire que {U,V} = {L(E), {0}}

Solution. 1. On a:
plide —p) = —(idg — p)p
pP—p=p-p’
2(p—p*) =0
p=p
et de méme pour q.
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2. Soit B une base de E telle que la matrice de p dans B soit

I. 0
0 0
A C
B D
pov=—-vopdonne A =—A et B=C =0. La matrice de v dans B est donc

(b 5)

n? = dim(U+ V) <dimU+dimV < 7% + (n —r)?

Soit v € V. La matrice de v dans B est

Ainsi dim V < (n — r)2.

d’ou
0<r(r—mn)

et doncr=nour=0.
O

Exercice 30.15. Soit E un sous-espace vectoriel de R[X] de dimension finie. Montrer que E
posséde une base dont tous les éléments sont de méme degré ainsi qu’une base dont tous les
éléments sont de degrés deux a deux distincts.

Exercice 30.16 (Racine carrée de la dérivation). Soit E = C*°(R,C) et D : E — E l'opérateur

de dérivation.
Existe-t-il T dans L(E) tel que ToT =D?

Solution. Soit un tel T. On considére ker D2, plan vectoriel isomorphe & C;[X]. I est stable par
D mais aussi par T puisque T et D commutent :

ToD=T*=DoT

On note d et t les restriction de D et T & ker D2. On a donc toujours t> = d et d*> = 0. Par
conséquent, t* = 0 et ¢ est nilpotent, par conséquent ¢2 = 0, c’est absurde.
Un nilpotent n’est jamais un carré. O

Exercice 30.17. Déterminer les sous-algebres de C°(R,R) de dimension finie.

Solution. Soit f € CO(R,R) non constante. La famille (f™)"N est libre. Soient Ao, ..., A,, des réels

tels que

Ainsi I'image de f annule le polynéme P = A\g+...4+ X, X™. Comme on a supposé f non constante,
c’est un intervalle et finalement P est nul. Donc (f")"€N est libre.
La seule sous-algébre de dimension finie de C°(R, R) est de dimension 1 : il s’agit de la sous-algébre

des | fonctions constantes. ‘ O
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Chapitre 31

Matrices et déterminants

‘Exercice 31.1. Soient A et B dans M,,(K) telles que AB = I,,. Montrer que BA =1,,.

Solution. Adopter un point de vue géométrique. C’est le théoréme du rang qui fournit 'argument
clef. O

Exercice 31.2. Un paysan posséde (2n + 1) vaches. Lorsqu’il isole n’importe laquelle d’entre
elles, il peut séparer I’ensemble des 2n autres en deux groupes de n vaches dont la somme des
masses est égales. Montrer que toutes les vaches ont la méme masse.

Exercice 31.3. Soit A un anneau commutatif. Déterminer le centre de M,,(A), c’est-a-dire
I'ensemble

Z={Me M,(A), YN € M, (A), MN = NM}.

Solution. Nous allons montrer que Z = Al,. On utilise la famille (E*”), )e[1,n]2 €t on tire de
la propriété de commutativité des conditions sur les matrices appartenant au centre. O

Exercice 31.4. Montrer que le groupe multiplicatif des matrices de permutations est isomorphe
a (6,,0), puis expliciter son centre.

Exercice 31.5 (ENS). Déterminer les matrices de M,,(R) qui commutent avec toutes les ma-
trices de permutation.

Solution. (...) (cf cours) O

Exercice 31.6. Soit A € M,, ,(K). On note r son rang. Montrer qu’il existe Q et P respective-
ment dans G4, (K) et G£,(K) telles que

Solution. Démonstration géométrique O

‘Exercice 31.7. Montrer que le rang d'une matrice est stable par extension du corps de base.

Solution. Conséquence de l'exercice précédent et du fait que si £ est un sur-corps de K alors
GL,(K) Cc GL,(L). O

219



220 CHAPITRE 31. MATRICES ET DETERMINANTS

Exercice 31.8. Soit (z1,...,2,) € Z"™ avec 1 A ... AZy, = 1.
T

Montrer qu'’il existe une matrice de GLj,(Z) dont la premiére colonne est

Solution. Etudions

U= ; €L | TN Axp =1

Tn

Pour X € Z™, on note ged(X) le pged de ses coefficients. Pour G € G¢,,(Z) et X € U, ged(X)|ged(GX)
et gcd(GX)|ged(G™1GX) done ged(GX) = ged(X) et GU = U.

Notons Uy la partie de U constituée des éléments vérifiant I’énoncé, et Uy sont complémentaire
dans U. On montre GUg = Uy : en effet GX = C;(GM) ou M matrice carrée inversible dont la
premiére colonne est X € Uy. Par conséquent, on a donc également GUy = Uy (bijection induite
par G).

Pour X € Z", on note w le poids de X : w(X) = Y., |z;|. Supposons U,, # & et prenons
X € U,, de poids minimal. Quitte & multiplier par une matrice diagonale de 1 et —1, on suppose
que les z; sont positifs ou nuls; quitte & multiplier par une matrice de permutation, on les range

Tr1 — T2
T2
par ordre décroissant. On a obligatoirement xo # 0 et finalement . € U,, de poids

Tn
strictement inférieur & celui de X, c’est absurde. Donc U,, = @. O

On rappelle :

U={Me M,(K)|V (7)€ [1,n]? My #0eti>j= M; =0}
L={MeM,(K)|V(j5) € [l,n]* My =1eti<j= M; =0}

U et L sont des sous-groupes de GL,(K), d’intersection réduite d I,,.

Exercice 31.9. Soit K un corps. Montrer qu’une matrice carrée de M,,(K) admet une décom-
position LU si et seulement si ses mineurs principaux sont tous non nuls.

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Supposons que M € M, (K) admette une décomposition LU.
Alors pour 1 < < n,

ﬂZ(M) = det Mz = det(LU)Z = detLZUZ = det Lz detUZ =1x U11 X .o X Unn 7é 0

CONDITION SUFFISANTE. On démontre par récurrence sur n que la condition est suffisante.
C’est vrai pour n = 1 Soit n > 2 tel que la propriété soit vraie au rang n — 1. Soit M € M,,(K)
dont tous les mineurs principaux sont non nuls. M,,_; posséde donc une décomposition LU. On
dispose de L’ et U’ dans £,,_1 et U,,_1 tels que M,,_; = L'U’". Pour (x1,...,2,_1 € K"~ on pose

b= (4 e 1)
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et pour (y,2) € K*~! x K on pose

Y1

U’ :

Uy, 2) = :
Yn—1

0 z

Résolvons I'équation L(z)U(y, 2) = M d’inconnue (x,y,z) € K>"1. Pour 1 <i <n—1,
(L(x)U(y, 2)); = L():U(y, 2); = LU} = M;
donc les équations qui nous intéressent vraiment sont

j: 1,...,n71 Mnj :$1U1j+(£2U2j+...+’JljU]‘j
i1=1,...,n—1 M;, = Liiys + ... + Ly
Mpn = 21y1 + oo + Tn—1Yn—1 + 2

O

Les deux premiers groupes de relations sont des systémes triangulaires & coefficients diagonaux
tous non nuls, donc possédent chacun une unique solution. z est déterminé par la dernier relation.
De plus, z# 0 car 0 #det M = Uyy X ...Up_15-1 X 2.

Exercice 31.10. Soit N € N*, nq,...,n, € N" avec n; + ... + n, = N et A la matrice par blocs

Ay - - Ay
a=]| " '
0 o 0 A,
ou A1l € M, (K) , ..., App € M, (K) et les autres matrices avec les bonnes dimensions.

Montrer que

p
det A = ] det Aj;

i=1

Solution. C’est vrai pour p = 1. On le montre pour p = 2 et il suffira d’étendre le résultat par

récurrence ensuite.
Soit donc A
B
v (o o)
ou A € M,(K), Be M, ,(K) et C e M,(K). Montrons que det M = det A x det C.
Fixons B et C et faisons varier A. Si (Xy,...X,,) € M,,1(K)™, on pose ainsi

X, - X, B)

<I>(X1,...,Xn):det< o) G

® est n-linéaire alternée, elle est donc proportionnelle au determinant de Xj,...X,,. La constante

de proportionnalité est
I, B
det ( 0 C)
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que lon calcul en posant pour (Y1, ...,Y,) € M; ,(K)?

I, B
0 Y,y

H(Yl, ..,Yp) = det .
0 Y,

0 est p-linéaire alternée, proportionnelle au déterminant de Yy, ..., Y, et la constante de propor-
tionnalité est
I, B
det [ "
0 I,

qui est 1 (déterminant d’une matrice triangulaire supérieure avec que des 1 sur la diagonale...)
ce qui finalement nous fournit le résultat :

det M = det Adet C

Exercice 31.11. On suppose que les matrices A et B commutent. Montrer que

A B
det( c D ) =det AD — BC

Solution. Si A est inversible,

A B I, —AIC\ [ A 0
C D 0o 1, ~\ B —-BA-CD

ce qui fournit le résultat.
On prolonge ensuite le résultat par densité en remplagant A par A — A, avec A assez petit,
pour lequel A — A\A est inversible, du fait du nombre fini des racines de x4 ... O

Exercice 31.12 (Déterminant de Cauchy). Soient aq,...,an, 51,...,0n € K avec o; + B; # 0
pour tout 1 < ¢ < n.

Calculer le déterminant )

Ozi+5j

1<i,j<n

Solution. On note D,, ce déterminant.

Pour j =1,...,n — 1 on effectue 'opération sur les colonnes C; <— C; — C,, ce qui donne sur
les coefficients pour 1 < j<n—1:

LR SENRR SR Brn — Bj
@i+ B i+ B ai+Be (it B) (i + Bn)

pour 1 <i<n
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d’ou en factorisant,

1

a1+Bn
— . S e — :
Dn - H (/Bn - ﬂj) (i +B8;) (i +Bn) :
1<j<n—1 e
an+PBn
H (ﬂn - /B]) 1
_ 1<j<n—1 1 .
= ai+,3]‘ a;+Pn
H (c + Bn) ( . ) 1
1<i<n

De nouveaux, pour ¢ = 1, ...,n—1 on effectue 'opération sur les lignes L; < L; —L,, ce qui donne
sur les coefficients pour 1 <i<n—1:

1 - 1 - 1 B Oy — O
a;+6;  ai+pB an+ B (it B5)(am+B5)

pour 1 <j53<n

et donc

H (571 - /8]) 0

D _ 1<j<n-1 a, —Qy :
n H (O[7+/877) (ai+ﬁj)(an+ﬁj) 0
1<i<n 1

IT G50 [I (on—aw) 0

_ 1<t 1<i<n—1 ria]- :

I (i+8n) ][ (an+5) 0

1<i<n 1<j<n EEE S |

—_—
Dp-1

d’ou 'on déduit par récurrence

H (o — o) H (B — Bi)

1<i<j<n 1<i<j<n

IT (ci+8)

1<i j<n

D, =




224 CHAPITRE 31. MATRICES ET DETERMINANTS



Chapitre 32

Dualité

Exercice 32.1. Soit E un K-ev de dimension quelconque. Soit p un entier naturel supérieur ou
égal a deux.
Soient ¢1, ..., ppet f des formes linéaires sur E. Montrer

P
| € Vec(pr, ..., pp) <= m ker ), C ker f.
k=1

Solution. CONDITION NECESSAIRE. C’est évident.
CONDITION SUFFISANTE. On prouve le résultat par récurrence sur p. Soit H, : «Si E est un

P
K-ev, ¢1,...,0p € E* et f € E* avec () ker¢y C ker f alors f € Vec(p1, ..., pp).»
k=1

Ho est vraie : ker f = E et f =0 donc f € Ver(¢1, ..., ¢p).

H1 est vraie : ker o1 C ker f. Si ¢ = 0 c’est évident. Si ¢, # 0, alors ker ¢1 est un hyperplan
et ker f € {ker 1, E}. Dans les deux cas, f € Koy et H; est vraie.

Soit p > 2 tel que Hp_; soit vraie. Soient ¢1,...,¢0, et f € E* comme dans I’énoncé.
Si ¢, = 0 on se ramene au rang inférieur. Sinon, posons F = ker ¢, et 1, Py ey Pp—1 les
restrictions de f,¢1,...,on—1 & F. On peut appliquer I'hypothese de récurrence a ces fonc-

tions et finalement on dispose de pi, ..., tip—1 tels que 0 = f — p1P1 — ... — pp@Pp et finalement
ker ¢, C ker (f — p1¢p1 — ... — pp). En appliquant H;, on en déduit H, et la récurrence se pro-
page.

O

Exercice 32.2. Soit E un K-ev de dimension quelconque. Soient p € N, p > 2 et 1, ..., ¢, € E*.
Montrer

P
18~ (@1, ..., pp) = codimp (ﬂ ker ka>

k=1

P
c’est-a-dire que supplémentaire de [ ker ¢y, vérifie S* isomorphe a Vec(y1, ..., ¢p)-
k=1

P
Solution. [ ker ¢y, est une intersection finie d’hyperplans donc est de codimension finie égale &
k=1
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s. Soit S un supplémentaire de dimension égale a s.

p
E=Sa ﬂ ker oy
k=1

Considérons :

*

(I)'{Vec(cpl,...,gop) - S
' I = fis

® est clairement linéaire.

P
Si f € ker @, f est nulle sur S mais aussi sur () ker ¢ donc est nulle partout. Ainsi ® est
k=1
injective.
Si g € S*, alors en considérant f = g o ps @, d’apres 'exercice précédent f € Vec(p, ..., ¢p)
et il est clair que ®(f) = g. Ainsi P est surjective. O

Exercice 32.3 (Matrices super-magiques). Pour n € N*, on note

An={MeEMR) |FyeR Vie[ln] ) My=> Mu= My=» Mypi1r=7
j=1 k=1 k=1

j=1

Calculer la dimension de A,,.

Solution. On constate d’abord que A,, est bien un sous-espace vectoriel de M,,(R).
1 ... 1

SiU= o et

B, ={MeA,|> M;=0}

=1

alors
A,=RU®B,

et donc dimA,, =1+ dimB,,.

L’étude du cas n = 2 donne dim By = 0 (& cause des diagonales). Le cas n = 3 donne une
dimension 2.

Soit n > 4. Considérons

Ch =S¢ MeM,R) |Vic[ln] > Mj;=Y M;=0
j=1

Jj=1

qui est un s.e.v de M, (R) qui contient B,,. Si on note

L : M — Z Mij et Kj : M — Z Mij
J=1 i=1

alors
Cp=(kerLin..NkerL,)N (kerK; N...NkerK,_;)
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Et donc codimC,, < 2n — 1, d’out dim C,, > (n — 1)%.
L’application
<I>~{ Cn — M,_1(R)
LM = (Myicijcn

est bien définie et linéaire. Si M € ker @, alors M € C,, en regardant la somme de ses coefficients
sur les lignes et colonnes, et enfin sur la diagonale : en effet, M s’écrit

0 --- 0 M
M =

0 --- 0 :

Mnl Mnn

Donc ® est injective, et dim C,, = (n — 1)2.
Il reste a passer de C,, a B,,. On note

o R C, —- R
n % . n
P { M — > My ANy M o ZMi,n+1—i

=1

et donc B,, = ker D Nker A. Ainsi dimB,, = dim C,, — rg(A, D) = (n — 1)? —rg(A, D).

1 -1
D et A sont libres : soient «, 5 € R tels que aD+ A = 0. En évaluant en -1 1
0 0
1 -1
et en -1 1 on obtient o = = 0. Ainsi dim B,, = n? — 2n — 1 et finalement
0 0

nn—2) sin>3

dimAn:{l sin e {1,2}

O

Exercice 32.4. Soit E un K-ev de dimension finie n > 2. Si g € £(E), on note ¢, € E* ou
V[ e L(E) pyg(f) =trfy.
1. Montrer que si ¢ € L(E)* il existe g € L(E) tel que ¢ = ¢,
2. Soit A une sous-algebre de £(E) de dimension n? — 1 et g dans £(E) tel que A = ker .
Montrer que si a € A alors ag est colinéaire a g.

3. En déduire que n = 2 et qu’il existe une droite D de E telle que A est ’ensemble des
f € L(E) stabilisant D.

‘Exercice 32.5 (Boites a faces).

‘Exercice 32.6 (Orthogonalisée de Schmidt de (1,X,...,X") et intégrale).
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Chapitre 33

K-algebres, nombres algébriques
et transcendants

Dans ce chapitre, K est un corps et . un sur-corps de K. On rappelle que a € L est algébrique
sur K

— ssi il existe un polynome non nul de K[X] annulant a ;

— ssi a est solution d’une équation algébrique a coefficients dans K.

Exercice 33.1. Soit a € LL et les propositions :
(i) a est algébrique sur K
(i) dimg K[a] < +o00

(iii) K[a] est un corps.

Montrer (i) < (i) < (4i7)

Solution. (i) < (it) On note J, ’ensemble des polyndmes annulateurs de a. On a les équivalences
a algébrique sur K < 7, # {0} < dimg Kla] < +o0.

(1)&(i1) = (ii) Soit a algébrique sur K. K[a] est un sous-anneau de L. Soit # € K[a] non nul.
L’application

[ Kla] — Kld]
%’{ z Tz

est K-linéaire, injective (puisque tout élément admet un inverse dans L) donc est bijective
(puisque par hypothése dimK[a] < +00). Ainsi il existe y € K[a] tel que zy = 1k et K|a]
est un corps.

(i7i) = (i) K[a] est un corps, en excluant le cas trivial a = 0, on dispose de b € Kla] tel que
ba = 1k et donc a fortiori de p € K[X] tel que P(a) x a = 1. Donc a est racine de XP — 1 qui
est de degré strictement positif. Ainsi J, # {0} et a est algébrique sur K. O

Exercice 33.2. Trouver le polyndme minimal annulateur de cos 27” sur Q.

Solution. Le 7-ieme polynéme de Tchebytchev annule cos (27”) et il est & coeflicients entiers.
T4 - T3 est également annulé par cos (27”) (on pense naturellement a cela car cos 67” = cos 87”)
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Méthode rapide de calcul de T7 (générique) :

cos 70 = Re(e™) = Re((e")")Re ((c+1is)7)

ZZZ:< )7 21 )l(l_c2)l

3

T7(X) =) <27[>X721(X2 — 1)

=0

71'

Ainsi cos 2 est algébrique. Si on note x4 le polynéme minimal de cos 2& alors pu|T7 — 1.

cos30 = 4cos? 6 — 3 cos b
cos46 = 2cos?20 — 1 = 2(2cos? — 1)% — 1
=8cos*H — 8cos? O+ 1

27

= annule

Ainsi cos

P=8X*—-4X?-8X%2+3X+1
= (X — 1)(8X? +4X* —4X — 1)

or cos 27” # 1 et p|8X3+4X2—4X —1. On pose Q = 8X3 +4X? —4X —1. COS%T"” annule (X —1)Q,
pour k=1,2,3.

2w 4 61
Q = 8(X — cos 7)(X — cos 7)(X — cos 7)
Mais cos 277“ , COS 47” , COS 67“ ne sont pas rationnels. Si I'un des trois est rationnel, on note % sa

représentation en fractions irréductibles. Alors Q (%) =0.

NG NN
- —4=—1=
8ps Tip2 ~1p 0

8N3 + 4DN2 —4D?N —-D3 =0

Donc N|8N3 + 4DN? — 4D2N et donc N\D?’ or NAD =1donc NAD? =1et N € {-1,1}. De
meéme, D|8N3 donc D|8 et finalement & € {+1,+1 +1 +1 £}, c’est impossible.
Q n’a donc pas de racine dans Q, tout en etant de degre 3. Finalement pu = SQ

, 1 1 1
X34 X2 - X -
i 27 8

O

Exercice 33.3. On se place dans C et on note A ’ensemble des nombres algébriques sur Q.
Montrer que A est algébriquement clot.
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Solution. Soit P € A[X]\ Ag[X]. Supposons P unitaire et montrons que P admet une racine dans
A. Comme C est algébriquement clot, P posséde une racine z € C. Notons

d
P=> pX"
k=0

avec pg = 1 et les pg, 0 < k < d, algébriques sur Q.
Posons My = Q et pour 1 < k < p— 1, posons par récurrence M, = M, _1[pg]. Enfin, on pose
M = Mg_1[z]. z est algébrique sur My_1 (car po, ...,pi—1 € Mg—1) donc dimy, , M < +o0.

dimg M = dimg M x ... x dimy, , Myg_; x dimpy, , M < 400

or Q[z] € M donc dimg Q[z] < 400 et ‘ z est algébrique sur Q ‘ O

Exercice 33.4. Soient K un corps et L un sur-corps de K. Soit a € L, algébrique sur K.
Montrer que g4, le polynéme annulateur minimal de a, est irréductible sur K.

Solution. Par Pabsurde. Soient P et Q dans K[X], non constants, tels que p, = PQ. Comme L
est un corps, P(a) = 0 ou Q(a) = 0, donc pe|P ou u,|Q avec degP,deg Q < deg iy, absurde.
Donc ‘ e est irréductible ‘ O

Exercice 33.5 (Adjonction de racines). Soit K un corps et P € K[X] irréductible, non constant.
Montrer qu’il existe I un sur-corps de K tel que P posseéde une racine dans L.
En déduire qu’il existe un sur-corps de K dans lequel P est scindé.

Solution. Démonstration par les anneaux quotient. Tout polynéme de K[X] de degré 1 posséde
une racine dans K, on exclut donc ce cas. Soit P € K[X] de degré > 2. Notons J 'idéal de K[X]
engendré par P, et posons

L =K[X]/J

L est un anneau, dont les lois sont canoniquement induites par (K[X],+Xx), & travers un mor-
phisme d’anneaux noté s. Comme J # K[X], 1p, # 0. Soit a € L non nul et Q € K[X] tel que
s$(Q) = a # 0. Ainsi P A Q = 1 puisque P est irréductible et ne divise pas Q. Ainsi on dispose de
U et V dans K[X] tels que UP + VQ = 1. Par conséquent,

11 = s(lxp) = $(UP + VQ) = s(U)s(P) + s(V)s(Q) = s(V)a

et donc a posséde un inverse dans L. ‘]L est un corps. ‘

Considérons a présent

. K = L
J b +— s(b) ou b polyndme constant de valeur b

qui est un morphisme d’anneau. Comme K et L sont des corps, j est un morphisme de corps,
donc injectif, car dans un corps, les idéaux sont {0} ou le corps tout entier, or ker j est un idéal
et j n’est manifestement pas nulle... Autre justification, si x # 0,

Ik =zz7' dou 1p=j(2)j(z™") et j(z)#0

et on identifie j(K) et K. ‘]L devient un sur-corps de K. ‘
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Reste & montrer que P posséde une racine dans L. 11 va s’agir de la classe de X. Posons
w = s(X). s(pr) = pr pour 0 < k < d et

d d d
Pw) = Zpkwk = Zpks(X)k =s (Zpkxk> =s(P)=0
k=0 k=0 k=0

P possede une racine dans L. ‘ On procede ensuite par récurrence sur le degré de P, en réalisant

des extensions de corps successives, pour montrer qu’il existe un sur-corps de K dans lequel P
est scindé. O

Exercice 33.6 (Ulm). Soient K un corps infini, A une K-algebre, x et y dans A et algébriques
sur K. Montrer que K[z] x K[y] est monogene.

Solution. Un bon candidat semble étre (x,y), et on se rend plus ou moins vite compte que son
polynéme minimal annulateur est p, V p,,. Dans le cas out py A py = 1, (x,y) convient. Sinon,
il convient de modifier légérement = en 2’ = x + Al 4 ou A peut bel et bien étre choisi de telle
sorte que fizr A p1; = 1; on aura constaté que pir = p(X — A) et qu’on a le choix de A, puisque
K est infini. 0



Chapitre 34

Réduction

Exercice 34.1. Montrer que la famille (f,)aecc ol

R — C
fa'{x '_> eOLT

est libre dans F(R, C).

Solution. Notons D 'opérateur de dérivation. Si a € C, f, est un vecteur propre de D associé a

la valeur propre «a. Les espaces propres étant en somme directe, la famille ‘ (fa)acc est libre ‘ O

Exercice 34.2. Montrer que la famille ((A\"),en)xec est libre dans CV.

Solution. Méme chose que pour I'exercice précédent, cette fois-ci avec 'opérateur de translation.
O

Exercice 34.3 (Suites a récurrence linéaire). Soit K un corps. Pour P = Xd+zz;é apXk € K[X],
on note

d—1
S(P) = {u €KY |Vn € Nuypq+ Zakun+k = 0}

k=0

1. Montrer que S(P) est un s.e.v de KV, de dimension finie.

2. On note o 'opérateur de translation. Montrer
S(P) = ker P(o)
3. On suppose P scindé a racines simples. Montrer

S(P) = ® K(A')nen

e

7=

ol Aq, ..., A\ sont les racines distinctes de P.
4. Montrer que si A € K* et v € N*

S(X=N)") = {(P(n)A")nen | P € K, 1 [X]}

233
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Solution. 1. L’application

{ S(P) — K¢
V:
u (uo,...7ud)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels. Donc dim S(P) = d < +o0.

2. Clest clair.

3. Si Py, ..., P, € K[X] sont deux & deux premiers entre eux, et P = Py...Pg, alors d’apres le
lemme des noyaux,

S(P) = @ 5(P;)

S
i=1
et il suffit d’appliquer cela & P; = (X — \;) pour obtenir le résultat.

4. ()

Exercice 34.4 (Cayley-Hamilton : endomorphismes cycliques). Soient K un corps et E un K-e.v
de dimension finie. On dit que f € L(E) est cyclique s’il existe u € E tel que K[f].u = E.

1. Soit f € L(E) cyclique. Calculer x.
2. Montrer que xs(f) = 0.

Solution. 1. On pose B = (u, f(u),..., f41(u)) base de E. Soient ay, ...,aq_1 € K tels que

d-1
flu) == af*(w)
k=0

On considére la matrice compagnon

F=Mzs(f)=1| o

: . 0 :
o --- 0 1 —Qq—1
dont on montre par récurrence sur d que le polynéme caractéristique est xp = (—1)%(X¢ +

ag—1 + ... + ap).

0 —ap
1 —aq

-X —ap

— Y2
1 —X—al —X +a1X+a0.

Pourd=2,F = ( > et det(F — XI,,) =
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Soit d > 2 tel que la formule soit vraie au rang d. Prouvons-le au rang d + 1.

-X 0 - 0 —ag
) : .
XF=1] 0 0
-X
0 0 1 —X —ag_1
-X 0 0 —ay 1 =X 0 0
1 : 0
==Xl o . .0 : +(mag) (=DM
oo X ; oo X
0 --- 0 1 —X-—ay, Q0 -+ --- 0 1

= - X((-D)4XY+ agX¥ + . 4 ay)) + (=1)a
= (—D)¥FNX 4 gyX% 1 4 ap)

et la récurrence se propage.

xf= (DX +ag_1 + ... + ap)

2. Onreprend B la base de E définie précédemment. On a x ;(f)(u) = 0 d’apres ce qui précede.
En composant successivement par f, on obtient x ¢(f)(f*(u)) = 0 pour tout 0 < k < d—1.

Par conséquent, [ x#(f) =0/

O

Exercice 34.5 (Cayley-Hamilton : cas général). Soient K un corps, E un K-e.v de dimension
finie et f € L(E). Montrer que

xs(f)=0

Solution. Soit v € E. Montrons que x(f).v =0. Posons F = K[f].v = {P(f).v | P € K[X]}. On a
F = Vee({/*(v) | k € N}) = & K['(0)

ou 6 = degpuys,. F est stable par f et on note ¢ 'induit de f sur F.

(F,¢) est cyclique, de générateur v, donc x,(¢) = 0. Mais x,|xs (prendre une base de F
complétée en une base de E, et regarder la matrice de f dans cette base). On constate que
xf(f) = Bxy(f) annule bien v, puisque f*(v) = ¢*(v) pour tout k € N. O

Exercice 34.6. Soient E un K-ev de dimension finie et u € L(E). Montrer que si u posséde une
valeur propre, il existe un hyperplan stable par w.

Solution. Soit A une valeur propre de u. u — Aidg n’est pas injective, a fortiori non surjective
(dimension finie) et

Im(f — Aidg) € E

donc il existe un hyperplan H contenant Im(f — Aidg).
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Soit = € H.
u(z) - =yeH
et donc
uz)=y+ I €H
€H
Ainsi H est stable par u. O

Exercice 34.7. Soient E un K-e.v de dimension finie, et u € L(E).
Montrer que u est diagonalisable ssi x, est scindé et chaque s.e.v de E stable par u possede un
supplémentaire stable.

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Si u est diagonalisable, y,, est scindé. Soit ey, ..., e, une base

qui diagonalise u et F' un sous-espace vectoriel stable par u, dont on note €1, ..., €, une base que

I'on complete avec des vecteurs de {eq, ..., e, } en une base de E. On note G = Vect(ept1, ..., En)

qui est évidemment stable par u, puisque généré par des vecteurs propres, et on a bien E = F®G.
CONDITION SUFFISANTE. On suppose X, scindé. Par conséquent,

G = {F s.e.v de E stable par u et u|p diagonalisable}

est non vide, puisqu’il contient au moins une droite. Soit F € G de dimension maximale, et
supposons par l'absurde que F C E.

Soit G un supplémentaire de F stable par u. On note g la restriction de u a G, et f a F. Dans
ce cas, Xq|Xu- Or Xu est scindé, donc x, également. Mais dim G > 1 donc x4 a une racine p. Soit
x € G\ {0} tel que u(x) = px.

Soit 8 une base de F qui diagonalise f. (8, ) est une base de F & Kz = H qui diagonalise la
restriction de v & H. Or dimH > dimF et H € G. Absurde. Donc F = E. O

Exercice 34.8. Soit A € M, (K). Montrer que A posséde un polynéme annulateur de degré
rg A+ 1.

Solution. Considérons f I’endomorphisme canoniquement associé & A et €q,...,€. une base de
Im f complétée en une base de K", notée .

M=i= (o o )

Notons P = xy. C’est 1a que la magie opeére :

P(M)xM:<8 Vg’)(g X):o

et ainsi M annule PX qui est de degré r 4+ 1. On peut également le voir géométriquement : si
xz e K",

P(f)(f(2) =D PUO(f@)ie) + > (f@))ie:) = > (e (f(z))e;) =0
i=1 i=r+1 i=r+1

Exercice 34.9. Soient E un K-e.v, f € L(E) et P € R[X] tels que P(0) = 0, P/(0) # 0 et

P(f) = 0.
Montrer que E = ker f & Im f.
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Solution. Soit Q € K[X] tel que P = XQ et Q(0) # 0. Le lemme des noyaux fourni
E = ker P(f) = ker f @ ker Q(f)

et il suffit de prouver que ker Q(f) = Im f.
Notons Q = ag + a1X + ... + a; X" avec ag # 0. Soit = € ker Q(f).

o _alf(x) e T atft(x) c IIIlf
ao

Reste & prouver Im f Nker f = {0}. Soit y € Im f Nker f et z € E tel que f(x) = y.

0=P(f)(@) = aof(x) + .. + a,f* ()
= aof(z) +Q(f)(y)
=aof(x)

or ag # 0 done f(x) =0et y =0.

]E:kerf@lmf\

Exercice 34.10. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € M,,(K) pour que

(4 )

soit diagonalisable.

Solution. CONDITION NECESSAIRE. On a xp = X% - Supposons M diagonalisable. Alors M annule
un polyndéme scindé a racine simple, donc A aussi, puisque pour tout IT € K[X],

A1 0
0
0 An
A1 0 X 0
O )\n O >\7l

mais en voyant cette matrice comme la matrice d’'un endomorphisme f d’un e.v.n de dimension n
dans une base e, ..., ean, elle est semblable a la matrice de f dans la base (e1, en41, €2, €nta, ..., €n, €2n),

c’est-a-dire :
A1
A
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. . A . .
et par conséquent pour tout 1 < i < n, la matrice ( )\l' A\, ) est diagonalisable; or elle ne
1 3

possede qu'une seule valeur propre, elle est donc scalaire, ce qui impose A; = 0. Donc A = 0.
CONDITION SUFFISANTE. C’est clair.

‘ M diagonalisable <= A =0 ‘

Exercice 34.11. Soit M € M,,(K) telle que

A
we ()

c)

M trigonalisable <= A et C trigonalisables

oit A € M,(K) et C € M, _,(K).

Montrer

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Soit P € K[X] scindé tel que P(M) = 0. Alors

donc P(A) =0 et P(C) =0, d’out A et C trigonalisables.
CONDITION SUFFISANTE. Soient P et Q deux polyndémes annulant respectivement A et C.
Alors

P = ("0 piey ) (%7 aler )= (5 pley ) (707 ¥ )=

donc M est trigonalisable. O

Exercice 34.12 (Produit tensoriel). Soient A, B € M,,(K). Considérons

M (K M., (K) f Mu(K) - M,(K)
(I)A:{ N - A et ‘I'A'{ Moo MA

1. Déterminer la matrice de 5 dans la base canonique des (E")1<; j<n.

2. Montrer ’équivalence
®, diagnonalisable < A diagonalisable

ainsi qu’une équivalence semblable pour Wj.

3. On suppose que A et B sont diagonalisables. Montrer que M — AM + MB et M — AMB
sont diagonalisables.

Solution. 1. La matrice AE" comporte que des zéros sauf dans sa j*"“colonne, ou ’on trouve
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la 7°¢ colonne de A. Par conséquent,

All e Aln
Anl e Ann
[@A](Ei’-j)lng,jgn = A
A
et donc on en déduit ce qu’il faut :
Xo, = (xa)"

det @5 = (det A)™
tr®p =ntrA
Hep = KA

2. A est diagonalisable si et seulement si pa est scindé a racines simples si et seulement si
Ua, est scindé a racines simples. On remarque aussi que

Exo, = {M € M,(K) | AM = AM} = {M € M, (K) | InM C Ey 4}

3. On constate que & et U commutent. Si A et B sont diagonalisables, il en est de méme
pour @5 et ¥p, qui sont donc codiagonalisables. Par conséquent, ®p + ¥y et $ o Uy sont

diagonalisables.
O

Exercice 34.13. Soient A,B € M,(C) et ® : M,,(C) = M, (C), M — AM + MB
Déterminer les valeurs propres de ® a ’aide de celles de A et B.

Solution. On va montrer que Sp(®) = Sp(A) + Sp(B).

Soient A et u des valeurs propres respectivement de A et B, et soient X et Y des vecteurs
propres de A et B respectivement associés & A et . On constate alors que X'Y € M,,(C) est
un vecteur propre associé a \ + .

Soit v € Sp(®), et M € M,,(C)\ {0} tel que ®(M) = yM. On tire par récurrence immédiate :

VkeN MB* = (41, — A)*M

d’ou par linéarité
VII € C[X] MII(B) =T1I(yI, — A)M

ce qui fournit en appliquant a xg :
0= XB('YIn — A)M

et donc il existe une valeur propre u de B telle que u — I, — A est non injective, ce qui signifie
qu’il existe A valeur propre de A telle que A 4+ u = 7.

| Sp(®) = Sp(A) + Sp(B) |
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Exercice 34.14. Soit A € M,,(K).
1. On suppose K = C. Montrer

A diagonalisable < A? diagonalisable et ker A = ker A?
2. On suppose K = R. Montrer

A diagonalisable < A? diagonalisable avec Sp(A) C Ry et ker A = ker A?

Solution. 1. CONDITION NECESSAIRE. Toujours vérifié.

CONDITION SUFFISANTE. Supposons ker A = ker A2, Soit P un polyndme scindé & racines
simples annulant A2, que I’on note, quitte & le multiplier par X,

P=X][(X-z)
i=1
et on choisi y; tel que y? = z;. Ainsi
P(X?) =X? H(X — i) (X + i)

i=1

est un polyndéme scindé a racines simples, hormis zéro, et le lemme des noyaux fournit
C"=kerA’® @ ker(A—yl,)® & (A+yl,)
1<i<s 1<i<s
=kerA® @ ker(A—yl,)® & (A+yl,)
1

1<i<s <i<s

2. 11 suffit de reprendre soigneusement 1’étude.
O

Exercice 34.15. Soit E un K-ev de dimension n. Soit f € L(E). On suppose que f posséde n
valeurs propres distinctes (A;)1<;<n. Montrer que f est cyclique.

Solution. Soit ey, ..., e, une base de vecteurs propres de f tels que f(e;) = A\;e; pour tout 1 <
i < n. Posons = e; + ... + e, et considérons la matrice de (z, f(z),..., f*~!(z)) dans la base
des (€;)1<i<n- Elle s’écrit :

IR VERRRRID Vi

D P, Vo

On reconnait ici une matrice de Vandermonde, de déterminant non nul. Ainsi f est cyclique,
puisque (z, f(z), ..., f*"1(x)) est une base de E. O

Exercice 34.16. Soit A € M,,(C) telle que Vk € {1,...,n} trAF =0.
Montrer que A est nilpotente.

Solution. Supposons par ’absurde que A n’est pas nilpotente. Soient A1, ..., As les valeurs propres
non nulles et deux a deux distinctes de A, d’ordre w; > 1, n > s> > 1.
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Pour k=1,...,n,

d’ou
Moo A w1
; ] =0
S S
)\1 AS ws
On reconnait ici une matrice de Vandermonde inversible, d’ou 0 = w; = ... = ws, ce qui est
absurde. O

Exercice 34.17 (Matrices circulantes). Réduire

0 0 1
1 0
M={
0
0 0 1 0

Solution. On constate aisément que M"™ = I,,. Ainsi les valeurs propres de M sont les racines
n-emes de l'unité, et si ¢ € U,, on constate que

1 1
M C _ C*l C
Cn71 Cn—l
ce qui fournit les vecteurs propres associés aux valeurs propres que 'on a trouvées. Ainsi une
base de vecteurs propres est donnée par la matrice P = {e ] et on a alors
1<k,I<n
1 0
e—2i7r/n )
M=P ) P
0 e—2i(n—l)7r/n

Exercice 34.18. Soitn e N* et I'={M € M,,(C) | Ip e N*, MP =1,,}.
Déterminer ’adhérence de I dans M,,(C).

Solution. On va montrer que I' = {M € M,,(C) | Sp(M) C U}, ensemble que I'on note .
Montrons que I' C «. Soit M € T et (Mp)pen- une suite d’éléments de I' tel que M, — M.

L’hypothese fournit que les valeurs propres de M, sont de module 1. Pour tout p € N* on note

A1(p), ..., An(p) les racines complexes de xup,. La suite (A1(p),..., \n(p)) est & valeur dans un
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compact, on peut donc en extraire une sous-suite convergente a l'aide d’une extractrice ¢(p),
dont on note (A1, ..., A,) la limite. Comme xm = — X,
p—00

Xu = lim o, ) = lim [[l(X = Aile() = [Jx=A)

et donc M € ~.

Montrons maintenant que v C I'. Soit M € 7. On note Ap, ..., \,, ses valeurs propres, toutes de
module 1. M est semblable (dans une base dont on note Q la matrice de passage) & une matrice
triangulaire

Al ok e %
0 X

R .ok
0 -+ 0 M

Il suffit de construire une suite de n-uplets formés de racines de I'unité deux a deux distinctes,
que 'on note (A1 (p), ..., A\n(p), et qui converge vers (Ag, ..., A,) et de considérer

. . . *

qui est diagonalisable et on constate alors que M,, € I', avec M,, — M.

Exercice 34.19. Soient A, B € M,,(C). Montrer

(3P € M,(C)\ {0} | AP = PB) <= Sp(A) N Sp(B) # @

Solution. CONDITION SUFFISANTE. Soit A € Sp(A) N Sp(B). Soit X un vecteur propre de A
associé & X et Y un vecteur propre de 'B associé a A. Posons P = X 'Y £ 0.

AX'Y = XA'Y = XH(\Y) = XY (*BY) = X'YB
AP = PB

CONDITION NECESSAIRE.

Soit P € M, (C) \ {0} tel que AP = PB. Par récurrence immédiate, pour tout k € N*,
A*B = PB* et on en déduit que pour tout IIC[X] , TI(A) = II(B).

Supposons alors par 'absurde que Sp(A) N Sp(B) = @. Ainsi xa A xg = 1 et 0 = Pyxa(B).
Mais xa(B) est inversible : on dispose de U et V polynémes de C[X] tels que 1 = Uxa + Vs,
ce qui donne I,, = U(B)xa(B). On a donc P = 0, absurde. O

Exercice 34.20. Soit E un K-e.v (K = R ou C) de dimension n. Soit f € L(E) diagonalisable.
Montrer les équivalences suivantes :

fP=0<=VAeSp(f) N <1 (i)
(fP)pen bornée <= VX € Sp(f) |A| <1 (ii)
(fP)pen converge <= VYA€ Sp(f) |\ <louA=1 (iii)
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Solution. L(E) est de dimension finie, toutes les normes sur £L(E) sont donc équivalentes. On
note A1, ..., A\, les valeurs propres de f, comptées avec leur multiplicité.

(i) CONDITION NECESSAIRE. Soit B une base qui diagonalise f. Alors pour tout p € N
AP 0
[fP]s = .
0 AP
L(E) est homéomorphe a M,,(K) par [.|z et donc \¥ — 0 ce qui fournit |\;| < 1 pour tout
1 < i < n. CONDITION SUFFISANTE. C’est clair.

(i) Méme démonstration : (fP),en est bornée si et seulement si pour tout 1 < i < n (A)yen
est bornée.

iii P) en converge si et seulement si pour tout 1 < i < n (A),cn converge. Il suffit de
pe g p i )p€ g
prouver le lemme suivant :

Lemme 34.20.1.
{z€C|: (2P)pen converge} =B,(0,1) U {1}

Preuve : Dans le cas ot |z| = 1, comme |z — 1| = [2PT! — 2P| 0, 2 = 1.
O

Exercice 34.21. Soient E un K-e.v et f € L(E) qui annule un polynéme scindé P. Montrer
qu’il existe un hyperplan de E stable par f.[]

a. Ce lemme est utile pour démontrer que f est trigonalisable si et seulement si f annule un polynéme scindé.

Solution. Soit B une base de E. Posons A = [f]g et remarquons que *A annule P. Puisque *A
annule x:a A P, ‘A posséde une valeur propre \. Soit C € K" tel que ‘AC = AC. On note
C1

C= : et on pose

H= {a:lel +...+zpe, €E | 29,2, €EKet Zcixi :O}

i=1

(qui n’est rien d’autre que l'orthogonal de {>"" , ¢;e;} pour le produit scalaire canoniquement
associé a B). H est un hyperplan de E stable par f. Soit « € H.

tCAz]s = AClz]g = 0

et donc f(x) € H. O
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Chapitre 35

Réduction : compléments

Exercice 35.1 (Endomorphismes cocodiagonalisables). Soit E un K-e.v de dimension finie et A
une partie de L(E). On suppose les éléments de A commutent et sont diagonalisables.
Montrer qu’il existe une base dans laquelle ils sont tous diagonalisables.

Solution.

Lemme 35.1.1. Soitu et v deux endomorphismes qui commutent. Alors les sous-espaces propres
de l'un sont stables par lautre.

Lemme 35.1.2. Soit f un endomorphisme diagonalisable de E, et F un s.e.v de E stable par f.
Alors Uinduit de f sur F est diagonalisable.

On montre a présent le résultat attendu par récurrence sur la dimension de ’espace, notée d.
Sid =1, c’est vrai : tous les endomorphismes de E sont des homothéties. Soit d > 2 tel que la
propriété soit vraie pour tout espace vectoriel de dimension k € {1,...d — 1}.

Si A C Kid, alors toute base convient. Sinon, soit ¢ € A\ Kid. On choisit A € Sp(p) et on
note F le sous-espace propre associé & A\. On a {0} #F #E et

E=FG ou G= &) E. e
HESP(P)\{\}

avec {0} # G # E. Ainsi 1 < dimF,dim G < d — 1. Considérons alors & bon droit
Ap={fir| f€A} et Ac={fc|fE€A}
Les éléments de Ay et de Ag sont diagonalisables et commutent. On applique le lemme & (F, Ar)

et & (G,Ag). On obtient deux bases que l'on réuni en une seule. Celle-ci diagonalise tous les
éléments de A, et la propriété au rang d est prouvée; la récurrence se propage. O

Exercice 35.2 (Caractérisation des endomorphismes cycliques). Soient E un C-e.v de dimension
finie n > 1 et f € L(E). Montrer

Bz € E| (z, f(x),...., " (x)) base de E ) <= (VA € Sp(f) dimEy ;= 1)

245
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Solution. CONDITION NECESSAIRE. Soit = € E tel que 8 = (z, f(z), ..., f*"(z)) est une base de
E. Alors on dispose de ag, ..., a,—1 € C tels que f*(x) + an_1 " 1(x) + ...+ a1 f(z) +ao =0 et

0 —ap
1
[f1s =
0 —0np—2
1 —0n-1

Si A € Sp(f), on constate en observant les lignes de

A a
. -1
[Aid — f]p =
A Up—2
-1 Ap—1

qu’elle est de rang > n — 1. Donc dimker(Aid — f) < 1. Mais A est valeur propre de f, donc
finalement ker(Aid — f) est une droite vectorielle.

CONDITION SUFFISANTE. On suppose que chaque sous-espace propre de f est de dimension
1. On note

S S

xr=I&E =2y =TIX =)

i=1 i=1
avec 1 <vy; < w;.

Lemme 35.2.1. Si g € L(E) et uj, = dimker g* alors pour tout k > 1 w1 — up < up — Up_1
(la suite s’«essouffles).
Preuve. Considérer les endomorphismes induits sur les images. %

Lemme 35.2.2. Pour tout X € Sp(f), ker(f — Md)*™ = ker(f — Xid)*®).
Preuve. Soit A € Sp(f). D’une part,

ker(f — Aid)"* C ker(f — Aid)**
D’autre part,
= & k(7 -0 < & el - )
i=1 i=1
et donc ker(f — Aid)"" = ker(f — Aid)«:. o

Lemme 35.2.3. Pour tout A\ € Sp(f), dimker(f — Mid)*® = w()\).
Preuve. Pour 1 < j < s, notons f; U'induit de f sur F; = ker(f — X\;id)*7. Alors, f = 59 fj et
j=1

donc x = IT;_; X;j.- Une valeur propre de f; ne peut étre que \;, et donc xy, = (X — A;)4m ¥,

Mais xf = [[;_; (X = A;)*’. Donc dimF; = w;. O

Lemme 35.2.4. Pour tout A € Sp(f),

v(\) = min{k € N | ker(f — Xid)* = ker(f — \id)**'}

Preuve. Notons m = min{k € N | ker(f — M\id)* = ker(f — Aid)¥*1}. Si k > v; alors

E= & ker(f — Aid)” C & ker(f — Aid)" & ker(f — Aid)* = E
i=1 i

Jj=
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et donc ker(f — A\id)"" = ker(f — Aid)*. D’ou v; > m.
Par l’absurde, si v; > m, alors dimker(f — Aid)”* = dimker(f — M\d)™ et donc (X —
Ai)™ (X = A;)" annule f tout en étant non nul et de degré < deg s, absurde! O
Montrons alors que x s = pt5. Avec les notations du premier lemme,

dimker(f — \id)” = Z Ul — Uk—1

k=1 <1

car u; — ug = dimker(f — \;id) = 1. Mais le quatriéme lemme que nous avons montré fournit
up — up_1 > 1 pour tout 1 < k < v;. Par conséquent,

dim ker(f — \;id)”* = Zuk —Up_1 = Z 1=y
k=1 k=1

et donc
v; = dimker(f — \;id)” = dim ker(f — \id)** = w;

d’ou
Xf = Ky

Il ne reste plus qu’a prouver le lemme :

Lemme 35.2.5. Si pus = x5 alors f est cyclique.
Preuve. (Valable pour un corps infini.)

Clfla={P(f)a |PeCX]}  Ijs=ps.C[X]
Pour tout © € E, py ,|ps. Donc il existe x4, ...,x; € E tels que
t
E= ,L_Jl ker H’f,m(f)

E est ainsi une union de sous-espaces vectoriels; d’apres 'exercice [30.7] il existe k tel que E =
ker pif , . Le lemme est prouvé. O

‘f cyclique < VA € Sp(f), dimEy = 1‘

Exercice 35.3. Soit E un C-e.v de dimension finie d.
1. Chercher les f € L(E) tels que Vz € E, {f™(z) | n € N} est fini.

2. Traduire la condition trouvée en termes de polynéme minimal.

Solution. 1. CONDITION NECESSAIRE. Soit f € L(E) tel que Vo € E, {f™(x) | n € N} est fini.
Soit A une valeur propre non nulle de f, et u € E un vecteur propre associé. Par hypothese,
{A\"u | n € N} est fini. Donc {\" | n € N} est fini et on dispose de p < ¢ tels que A\? = A9,
d’ot A\97P =1 et finalement A est racine de I'unité. Ainsi

Sp(f) € Use U {0}
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Soit A € Sp(f) \ {0} et ¢ € N* tel que A2 = 1. Notons F = ker(f — Aidg)* le sous-espace
caractéristique associé a f et fy l'induit de f sur F. On a donc fy = \jidg 4+ v avec v
nilpotent. Pour tout x € F et n > w,

i) = (o = (@) = 3 ()t = kX_j (}) vt

k=0

Supposons par I'absurde que v # 0, c’est-a-dire ker v # F, et choisissons x € ker v? \ ker v,
de telle sorte que f¥(z) = A"z + nA\""'v(x) pour tout n € N*. Alors

R @) > =zl + A" (@) > nllv(@)]| — [|z]] — +oo lorsque n — oo
——
borné

c’est absurde. Donc v = 0.

CONDITION SUFFISANTE. Supposons & présent que f € L(E) soit tel que Sp(f) C Uy U{0}
et tout sous-espace propre associé a A € Uy, est réduit au sous-espace caractéristique. Alors

f=_ & fidouf'=_ & [y
XESp(f) AESp(f)
et pour tout A € Sp(f), f¥ ne prend qu’un nombre fini de valeurs pour tout z € F) :
si A =0, fy est nilpotent. Sinon, f\ = idp, et puisque A est racine de I'unité, pour tout
x € F) ensemble {\"z | n € N} est fini.

‘VmEE, {f"(z) | n € N} est fini = Sp(f) C Uso U {0} et (A#O:EA:FA)‘

\aA €N 3TNy, ..., Ay € Uy distinets, 17 = X (X — Ap)...(X — A,)

Exercice 35.4. Soit E un R-e.v de dimension finie n. Montrer que

Q={ueL(E)]| degp, =n}

est un ouvert de L(E).

Solution. En fait,
Q= {uc LE)| (id,u,..,u""") libre

et il suffit donc de prouver le lemme suivant :

Lemme 35.4.1. Soit V un R-e.v de dimension d et p € {1,...d}. Alors
U = {(v1,...,vp) € VP | (v1, ..., vp) libres}

est un ouvert de VP.
Preuve. Soient B = (eq, ..., eq) une base de V et (v1,...,v,) € U. Notons M = [v1, ..., vp| 5. Alors

M= (ef(vj))(i,j)e[[l,d]}X[[l»pﬂ

et M est de rang p. Il existe donc 1 <4y < ... < i, < d tels que

(ef, (Vi )1<k,i<p € GLp(R)
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Considérant alors

) ve - R
A (wryewy) = det(ed, (v;))1<k,<p

qui est continue car polynomiale en les coefficients dans la base B, eux-mémes continus, on
constate que (v1,...,v,) € p~1(R*) C U et comme p~*(R*) est ouvert, U est un ouvert de VP.
Le lemme est prouvé.

Considérons a présent

o :{ LE) — L(E)

u = (id,u,...,u"" 1)

qui est linéaire donc continue. Q@ = ®_;(U) ou U défini dans le lemme appliqué a V = L(E). O

Exercice 35.5 (Commutant). Soient K un corps et E un K-e.v de dimension n. Pour f € L(E),
on note K[f] I'ensemble des polynoémes en f et T'(f) le commutant de f :

L(f)={9€ LE)|gof=fog}

K[f] et v(f) sont des sous-algebres de L(E) (s.e.v qui sont stables par o et contiennent I'identité).
On suppose que f est diagonalisable, et on note respectivement py et x y ses polynémes minimal
et caractéristique.

= (X—AD(X = X)) xp = (X = A& (X = Ap)er

avec les \; deux a deux distincts et w; > 1 pour tout 1 <i < s.

Montrer
S

dimK[f] = s et dim'(f) = wa

i=1

Solution. K[f] = Vect(f* | k € N) = Zze:gow K f* d’ou le premier résultat : les valeurs propres de
f sont les racines de ¢, qui est un polyndme scindé a racines simples puisque f est diagonalisable,

donc deg puy = s et | dimK[f] = s |.

Montrons a présent que

F(f) = {g € ‘C(E) | Vi€ {1’ ’3} 7g(E>\ri7f) C E)mf}

L’inclusion de gauche est évidente lorsqu’on a ’habitude de travailler avec des endomorphismes
qui commutent. Soit donc g € L(E) vérifiant Vi € {1,...,s} g(Ex, r) C Ex, r. Puisque f est
diagonalisable,

E— éEMc
Soit z € E et soit (ug,...,us) € Ex, ¢ X ... x Ey, s tel que z = uq + ... + u,. Alors
go f(z) =gMur + ... + Asus) = Aig(ur) + ... + Asg(us) = f(g(ur)) + ... + f(g(us)) = fog(x)

donc g € T'(f).
Considérons a présent

- H?:l E(E)\hf)
g (g|EA11f7"'7g\E)\S,f)
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qui est bien définie d’apres ce qui précede, et qui n’est rien d’autre qu’un isomorphisme d’espaces
vectoriels. Donc |dimT'(f) = Y7, dim L(Ey, ¢) = D5, w?. ‘

O

Exercice 35.6 (Décomposition de Dunford). Soit f € £(E) trigonalisable. Montrer qu'il existe

un unique couple (d,v) € (L(E))? tel que
(i) f=d+v
(ii) d diagonalisable
(iii) v nilpotent
)

(iv) dov=vod

Solution. Montrons I'existence d’une telle décomposition. On note (Mg, ..., As) les valeurs propres
de f et F; = ker(f —\;idg)“?) le sous-espace caractéristique associé a ;. On note II; le projecteur

spectral associé¢ a A;, c’est a dire le projecteur sur F; parallelement a @ F;. On pose finalement
i

d:i)\lﬂl V:f*d
i=1

() f=d+v
(ii) d est diagonalisable : il suffit de prendre §; une base de F;, pour tout 1 <1 < s et en faire
une base 8 = (51, ..., Bs) qui est une base de vecteurs propres de d;

(iii) v est nilpotent : notons N = max(wy,...,ws) et donnons-nous = € E, que 'on écrit = =
1+ ... + x5 avec x; € F; pour tout 1 <7 < s. Alors,

S

Vi) = (f = d)(@) = (f =¥ Qi) = 3 _(f = (@) = 0

i=1

(iv) v et d commutent :

dov = <é>\iidpi> ) (591@) = é)\iidpi oy; = E‘Sayio/\iidpi =vod
i=1 i=1 i=1 i=1

Montrons & présent qu’'une telle décomposition est unique. Soient (d,v) et (d'

toutes les conditions.

,V) vérifiant

dov =vod
do(d —f)=(d—f)od
d/ o f — f o d/
donc d’ commute avec tout polyndme en f. Or on a le

Lemme 35.6.1. Pour tout 1 < i < s, II; € K[f] Preuve. On pose R; =[]
1 < < s. Les R; sont premiers entre eux dans leur ensemble. Soient By, ...,
BiR;+...+BsRs=1. On pose pour 1 <i<s

II; = Ri(f) o Bi(f)

et on montre que pour tout z € E et tout i € [1,], (z) € Fy, et = S5, T;(x). Donc
Pi; = II; pour tout 1 <¢ < s. Le lemme est prouvé.

X — \j)* pour

i
B, € K[X] tels que
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Donc d’ commute avec d. De méme, v/ commute avec f, donc avec d également, et donc aussi
avec f —d=v.
d—d =v —-v

d et d’ commutent donc sont codiagonalisables et donc d — d’ est diagonalisable. Comme v et v/
commutent, v/ — v est nilpotent : en notant r’ et r les indices de nilpotence respectifs,

(V/ _ V)r+r’—1 _ 7§ r+r—1 Vr+r’—1—k(_1)kyk + T'JFZ"*l r+r—1 Vr+r'—1—k(_1)k Uk
k=0 k k k
= 0 =r 0

d — d" a donc 0 comme unique valeur propre tout en étant diagonalisable, donc est nul. D’ou
d=d etv=1". O

Exercice 35.7 (Lyon). Soient A et B dans M,,(C). Donner une condition nécessaire et suffisante
sur A et B pour que Vk € N tr AF = tr B,

Solution. Montrons que la condition est que A et B aient méme polyndéme caractéristique.
CONDITION SUFFISANTE. Supposons que xa = xg = | |, (X —a;). La trigonalisation fournit
pour tout k£ € N

n
tr A¥ = tr BF = Zaf
i=1

CONDITION NECESSAIRE. Considérons les complexes A, ..., A, deux & deux distincts tels que
Sp(A)USp(B). On note m; (n;) la multiplicité de \; pour A (pour B). L’hypotheése fournit : pour
tout k € N

Xr:(mi — nl))\f =0
i=1

mais la matrice de Vandremonde ()\f _1)1§i,j§r est inversible, donc pour tout 1 < 7 < r on a

m; = ng, et donc xa = xB- O

Exercice 35.8. |?| Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E) admettant un polynéme minimal
.

Pour tout z € E, on note P, le polynéme unitaire de K[X] de plus bas degré tel que P,.(f)(z) =0
(polynéme minimal de x relatif a f).

1. a) Montrer que P, existe et est unique, et que si P(f)(z) = 0 avec P € K[X], alors P,|P.
b) Montrer que E; = {P(f)(z) | P € K[X]} est un s.e.v de dimension deg(P,).
2. a) Si E; NE, = {0}, montrer que P4, =P, V P,. Généraliser a p vecteurs z1, ..., zp.

b) SiP, et P, sont premiers entre eux, montrer E;y, = E, ®E,. Généraliser & p vecteurs
L1y ey Tp-

3. a) Soit M € K[X] un facteur irréductible de IT;, o sa multiplicité dans la décomposition
de II; en facteurs irréductibles de K[X]. Montrer qu’il existe x € ker M*(f) tel que
P, =M“.

b) Montrer qu’il existe « € E tel que P, = IIy.

a. Xavier Gourdon, Les maths en téte, tome d’Algebre, seconde édition, page 178.

Solution. 1. a) L’ensemble des polynémes annulateurs de x relativement & f est un idéal de
K[X] non réduit a {0}, car il contient II;. Il existe donc un unique polyndéme unitaire
le générant, noté P, et il est de plus bas degré. Si P(f)(z) =0, P,|P.
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b)

b)

b)
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S KX = E,
. { P P(f)()
est du genre a étre surjective. E, est donc isomorphe a K[X]/P,K[X], de dimension
degP,.
Comme P, iy(f)(z +y) = 0, on a par linéarité P, ,(f)(x) = —Paiy(f)(y). Mais
E,NE, = {0}, donc P4y (f)(z) = Pty (f)(y) = 0. Par conséquent, P,, et P, divisent
Px+y7 donc (Px \% Py)|Px+y'

|E,NE, = {0} = Pyy, =P, VP, |

On généralise le résultat par récurrence sur p.

Soit € E; NE,. 1l existe P, Q € K[X] tels que z = P(f)(z) = Q(f)(y). Or

0 =P(f) o Pa(f)(z) = Pa(f)(2) = (P=Q)(f)(y)

donc P,|P,Q mais P, AP, =1 donc P,|Q d’ou z = Q(y) = 0. Ainsi E, NE, = {0}.
Or, puisque Py, =P, VP, =P,P,,

dimE,;, = degP,, = degP, + degP, = dimE, + dimE,

et de plus E,1, C E; + E, puisque P(f)(z +y) = P(f)(z) + P(f)(y) pour tout
P € K[X]. Ainsi

P, AP, =1=Epy =E, OF, |

On écrit
II; = M*N
avec N € K[X] premier avec M. Le lemme des noyaux fournit

E = ker M*(f) @ ker N(f)

Pour tout & € ker M®(f), P,|M“ et comme M est irréductible, il existe 8, < « tel que
P, = MP. 1l s’agit donc de montrer qu’il existe un x € ker M®(f) tel que 3, = a.

On suppose par I'absurde que ce n’est pas le cas. Par conséquent, ker M*(f) =
ker M®~1(f) et donc E = ker NM*~1(f) ce qui contredit la minimalité de II;.

Donc ‘ il existe x € ker M*(f) tel que P, = M*. ‘
Soit

k
Iy = [ [
i=1

la décomposition de II; en facteurs irréductibles de K[X]. La question précédente
fournit pour tout 1 < ¢ < k l'existence de x € ker M* tel que P, = M. Mais on a
également

EI1+...+Ik = E961 ®..® Efbk

d’ou

k k
Pyt = | [ Pay = [[MP =10y
=1

i=1

\aer sznf\




253

Exercice 35.9. 1. Soit A une matrice diagonale & coefficients deux & deux distincts, A €
M, (K) ou K corps quelconque. Montrer

2. Soit A € M,,(K) dont les valeurs propres sont deux & deux distinctes. Montrer que 1’on a
encore I'(A) = K[A] = D, (K).
3. Soit A € M,,(C) vérifiant

1 % *

AZ — 0 2
SO
0 0 n

Déduire de ce qui précede que A est triangulaire supérieure.

4. Prouver le résultat précédent sans utiliser les deux premieres questions.

Solution. 1. On a déja les inclusions suivantes :
D.(K) CcT'(A) K[A] CcT(A)

et par ailleurs, dim K[A] = deg ua = n. Soit M € I'(A). Soient 4,5 € {1,...,n}. (AM);; =
(MA);; donne a;M;; = M;ja; et donc M;; = 0 sauf si ¢ = j. Donc M € D, (K). Ainsi
I'(A) = D, (K). Or dim D,,(K) = n et K[A] C I'(A) ce qui finalement fournit I'(A) = K[A].

2. Clair en diagonalisant la matrice.

w

A commute avec A2, donc A est un polynéme en A2, donc est triangulaire supérieure.

4. A? annule pa> = [}, (X — k), donc A annule pp2(X?) qui est scindé & racines simples,
Par conséquentA est diagonalisable, avec Sp(A) C {1,V/2, ..., /1, =1, —V/2, ..., —y/n}, et par
ailleurs on vérifie que si A est valeur propre de A, —\ ne 'est pas, puisque les sous-espaces
propres de A? sont des droites.

Soient (g1, ...,,) € {—1,1}" et P € G/,,(C) tels que

€1 0 0
a—p| 0 =2V2 p-1

0

0 0 envn

ce qui fournit
1 0 0
az=p| 0 2 p-1

: . .0
0 --- 0 n

Observons P : cette matrice est constituée de vecteurs propres X1, ..., X,, relatifs aux valeurs
propres €1, ...,,4/n de A, mais aussi aux valeurs propres 1,...,n de A2. En écrivant le
systeéme A%2X, = kX, pour 1 < k < n — 1, on constate aisément que les n — k derniéres
composantes de X sont nulles. Ainsi P est triangulaire supérieure, et donc A également,
puisque (7,7 (C), +, x) est un anneau.

O
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Exercice 35.10. Soient A,B € M,,(C) telles que AB = 0. Montrer que A et B sont cotrigona-
lisables.

Solution. On va d’abord montrer que A et B ont un vecteur propre commun, puis procéder par
récurrence sur leur taille. Premiére méthode. On discute, selon que B est nilpotente ou non.
Dans le premier cas, si ’'on note p I'indice de nilpotence de B, un X tel que BP~'X # 0 convient.
Seconde méthode. On remarque que Im B C ker A. O

Exercice 35.11. Soient A,B,C € M,,(C) telles que AB—BA = C, AC = CA, BC =CB.
Montrer que A, B et C sont cotrigonalisables.

Solution.

Si C =0, alors A, B et C sont cotrigonalisables puisqu’alors A, B et C commutent (cf chapitre
réduction). On formule ’hypothése de récurrence H,, : Pour tout E C-e.v de dimension n, si
AB,Ce L(E)avec AocB—BoA=C,AoC=CoA et BoC=CoB, alors il existe une base
de E qui trigonalise simultanément A, B et C.

Hq est vraie. Soit n > 2 tel que Hi, ..., H,_1 soient vraies. Soient E, A, B et C comme dans
I’hypothese de récurrence. Notons F1, ..., F, les ous-espaces caractéristiques de C. Chaque F; est
stable par A, B et C, et

eF, =E

— Si p > 2, alors dimF; < n et on applique 'hypothése de récurrence sur chaque induit de
A, B et C; les bases obtenues forment une base de E, et H,, est prouvée;
— si p =1, C posseéde une seule valeur propre A et

nA =trC = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) =0

Donc A = 0 On a déja traité le cas ou C = 0. Si C # 0, on se donne G un supplémentaire
quelconque de ker C dans E. ker C est stable par A, B et C. Soit Bye, ¢ une base de ker C
qui cotrigonalise les induits de A, B et C sur ker C, que I'on compléte a 1’aide d’une base
de G en une base de E, notée B. On a alors

(Al = <Ak8rp A*G) Bls = (Bkgm B*g) [Cls = (8 C*G>

Ag, Bg et Cg vérifient les hypotheses de récurrence, donc sont cotrigonalisables.
La récurrence se propage et le résultat est prouvé. O

Exercice 35.12. Soient A, B € M,,(C). Etablir 'équivalence suivante :

B nilpotente et BA =0 <= VM € M,,(C) xaMm+B = XAM

Exercice 35.13. Soit E un C-e.v de dimension finie d et f € L(E).

1. Montrer que (f™)nen est bornée dans L(E) si et seulement si pour tout z € E (f™(z))nen
est bornée dans E.

2. Montrer que (f™),cn converge dans L(E) si et seulement si (f™),en converge simplement.

3. Montrer que (f™)nen converge vers 0 si et seulement si Sp(f) C B,(0,1).

Solution. 1. Soit (eq, ..., eq) une base de E. On définit une norme v sur E par I/(Z?zl xie;) =

max |z;].
1<i<d
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Chapitre 36

Exponentielle de matrice,
exponentielle d’endomorphisme

P
Exercice 36.1. Soit A € M,,(C). Montrer que (I" + %) — exp(A).

p—o0

Exercice 36.2. Soit V un sous-espace de M,,(R) contenant I,,. Montrer ’équivalence des asser-
tions suivantes :

(i) I, € V et V est stable par M ~ M?
(ii) V est stable par exp

’Exercice 36.3. Trouver les périodes de exp : M,,(C) — M, (C).

Exercice 36.4. Soit A € M,,(C). On considere le systeme différentiel
(S) : X' =AX

ot Pinconnue X : Ry — C” est dérivable. A quelle condition sur A a-t-on :
(i) les solutions de (S) sont bornées;
(ii) les solutions de (S) ont une limite en +o0;

(iii) les solutions de (S) ont 0 pour limite en +o0.

Traiter le cas n = 2 puis le cas général.

Exercice 36.5. Soit f: (R,+) — (G¢,(R), x) un morphisme continu de groupes.
Montrer qu'’il existe A € M,,(R) tel que

VteR f(t) = exp(tA)

Solution. Montrons que f est solution d’un systeme différentiel a coefficients constants et résol-
vons ce systéme.
Montrons pour commencer que f est dérivable. Considérons
R — M,[R)
T

Feo o o /0 F(u)du
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qui est de classe C!, puisque f est continu. Soient z, h € R.

z+h h h
Hz+@—fur:/ ﬂwmﬁiéf@+¢m7:ﬂ@[;ﬂﬂﬁ

x

Ainsi pour tout (z,h) € R?,
F(z+h) —F(z) = f(x)F(h)
Lemme 36.5.1. Il existe h € R* tel que F(h) € G, (R).

Preuve. F(0) = 0, or F est dérivable en 0 et F'(0) = f(0) = I,, donc il existe € : R — M,,(R)
continue et nulle en 0 telle que

Yh € R F(h) = F(0) + hF’(0) + he(h)
F(h) = h(In +e(h))
On constate que € est, par définition, également continue en tout & # 0. De plus, G/, (R) est un

ouvert de M, (R), donc
X={heR|I,+¢e(h) € Gt,(R)}

est un ouvert de R contenant 0, donc X # {0} et le lemme est prouvé.
Soit b € X\ {0}. 1l est licite d’écrire :

VezeR f(z) = (F(z+h) - F(z)) x (F(b))~*

et donc f est de classe C'.
Fixons = € R. Lorsque h ;> 0,

fla+h) = f(a) _
A

d’ou
f'(@) = f(x) x £(0)
et on pose A = f/(0).

‘VmeRf’(x) = f(x) XA‘

L’application

ou sinon on peut le voir comme

f(t) = (exp(tA))(£(0)) = (exp(tA))Ln

et calculer exp(tA) : c’est simple, puisque AP : M — MAP pour tout p > 0 et donc par linéarité
et passage & la limite, exp(A) : M — Mexp A ce qui fournit bien la méme solution. O
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Exercice 36.6. Calculer le déterminant de exp M pour M dans M, (C).

Solution. M est trigonalisable. On dispose donc de P inversible et de T triangulaire supérieure
telle que M = PTP~!. Alors

det exp(M) = det exp(PTP ™) = det Pexp(T)P~! = detexp T =
O

Exercice 36.7. Soit M une matrice réelle. Montrer que M est antisymétrique si et seulement si
pour tout réel ¢, '™ est orthogonale.

Exercice 36.8. Montrer

exp(M,(C) = G¢,,(C)

Solution. Une des deux inclusions est évidente. Il va s’agir de démontrer I'autre.

Lemme 36.8.1. K=R ou C. E un K-e.v de dimension finie et f € L(E) tel que f =id+v ou
v nilpotente.
Alors il existe g € L(E) tel que exp(g) = f.
Preuve. On pose en s’inspirant du cas réel :
- k+1xk

k=1 k=0
et la théorie des développements limités nous fournit
Qn(L, (X)) =14+ X+ X"R,,(X)
Pour n assez grand,
QnL,(v) =id+v+v"R,(v)=id+v=f

et si
n—1 (— 1)kt k-1

Ln(y)zuz ?

k=0
pour n assez grand ¢g" = 0. Finalement pour n assez grand

n—1 00 k

f = QulLa)) = Qulg) = 3 55 = > 57 = explg)

et le lemme est prouvé.

Lemme 36.8.2. K = R ou C. E un K-e.v de dimension finie, A € C* et f € L(E) tel que
f = Xid+ v ou v nilpotente.

Alors il existe g € L(E) tel que exp(g) = f.
Preuve. f = Xid o (id + {v). Soient p € C tel que e* = X et v € L(E) tel que id + v = exp(y).
On a f = exp(uid + 7).

Lemme 36.8.3. E un C-e.v de dimension finie égale & n. Pour f € GL(E) il existe g € L(E) tel
que f = exp(g). \

Preuve. f = @ f; ou f; I'induit de f sur le i®™¢ sous-espace caractéristique de f noté F; associé
a N fi = M\iidp, + v; = exp(g;) d’apres le lemme précédent. Alors f = @ exp(g;) = exp(Dg;).

|exp(M(€) = G4, ()
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Chapitre 37

Espaces euclidiens,
endomorphismes orthogonaux

Exercice 37.1 (Inégalité d’Hadamard). Soit A € M,,(R). Montrer

(det A)? < ﬁ (Z A%) .

i=1

Solution. Si A n’est pas inversible, c’est évident. Si A est inversible, utiliser ’orthogonalisée de
Schmidt de la base associée. On ne change pas le déterminant en retranchant des combinai-
sons linéaires des autres colonnes. Par ailleurs, un projecteur ne peut que diminuer la norme
euclidienne. O

Exercice 37.2. Soit E un espace euclidien et 7 € L(E) un projecteur. Montrer

7 projecteur orthogonal <= |||7||| <1

Solution. CONDITION NECESSAIRE. Soit z € E. En élevant au carré,

lz1* = lIw(@)[I* + o — m(2)|* > |7

donc ||7(z)|| < ||x||. Ainsi ||||=x]|| < 1.

CONDITION SUFFISANTE. Notons F = Q7w et G =kerm. E=F @ G. Soient x € F et y € G.
Pour tout (A, ) € R,

IMol* < Az + pyl® = Az + llpyll* + 27 (2ly)

ce qui donne
0 < 2\ (zly) + 12|yl

ceci étant vraiment notamment pour tout 4 > 0, en divisant par g > 0 il vient
pllyll® + 22 (zly) = 0
et on obtient en faisant tendre p vers 0 :

2X\ (zly) = 0
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donc (x|y) > 0 si A > 0, mais obtient aussi (z]y) < 0 pour A < 0 donc finalement (z|y) = 0.

Ainsi ‘ 7 est un projecteur orthogonal. ‘ O

‘Exercice 37.3. Montrer que O(E) est un compact de L(E).

Solution. — O est borné : puisque f € O(E) conserve la norme, |||f||| = 1.
— O est fermé : le probleme scalaire est continu car bi-linéaire (argument suffisant en di-
mension finie) et polynomiale en les coordonnées dans une base orthonormale.

OE)= 0 {feLlE)] (f(@)f(y) = (xly)}

(z,y)€E?

Donc O(E) est un fermé borné de £L(E), e.v.n de dimension finie, donc ’ O(E) est compact.

Remarque 37.3.1. On peut autrement utiliser la caractérisation de conservation de la norme pour
le caractere fermé.

O

Exercice 37.4. Soit E un espace euclidien.
1. Soit f € £(E). Montrer

fEOE) <= Va ek, [f(x)l =z
2. Soit f : E — E. Montrer

f € OE) <=V (z,y) e EXE, (f(@)|f(y)) = (zly) -

Solution. 1. Cela découle directement de I'identité de polarisation.

2. CONDITION NECESSAIRE. Cest clair.
CONDITION SUFFISANTE. Soit (eg,...,e,) une base orthonormale de E. On constate que
(f(e1), ..., f(en)) est un systéme orthonormal, donc une base orthonormale. Soit = € E.
Notons & = xz1e1 + ... + xne, et f(z) = y1f(e1) + ... + ynf(en). Alors pour tout 1 < i < n,

yi = (f(2)|f(e:)) = (wles) = 2

Soit ¢ € O(E) telle que Vi € {1,...,n}, ¢(e;) = f(e;). Alors on constate que f = ¢, donc
f est linéaire et c’est un endomorphisme orthogonal. | f € O(E).
O

Exercice 37.5. Montrer que les diagonalisables de O(E) sont les symétries orthogonales.

Solution. Une symétrie orthogonale est diagonalisable, d’apres le théoreme général a ce sujet.
Soit u € O(E) diagonalisable. Soit A une valeur propre de u et z un vecteur propre associé.

]l = [lu(@)]| = [All«]|
d’ott A € {—1,1}. Par conséquent,
E=Ei(u) @E_1(u)
Montrons que E;(u) \ E_1(u)t. Soient z € Eq(u) et y € E_1(u). Par conséquent,

e = yll = llz +yl
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ce qui fournit en élevant au carré et en simplifiant

—2(zly) = 2 (z[y)
de la zly. Finalement
1
E= El(u) D E_l(u)

et u est une symétrie orthogonale sur E;(u) par rapport & E_q (u). O

Exercice 37.6. Soit E un espace euclidien orienté.
Montrer que O(E) est engendré par les symétries orthogonales par rapport a des hyperplans.

Solution. Le cas de la dimension 1 est trivial : O(E) = {id, —id} symétries par rapport a {0}. Il
en va de méme de la dimension 2 :

O(E) = {sp | D droite} U {sp o sp/ | D et D" droites}

P2(D,D’)

Soit m > 3. Soit f une isométrie orthogonale d’un espace euclidien orienté E de dimension n
et B une b.o.n de E telle que

I
-1,
[flz = Ro,
Ro,
On a alors
f:slo...osqorlo...ors
ou
1
1
-1
[silp = 1
1
et
L
Iy
s = I
Ry,
I
On a ainsi

1
r; = idp, ® p;

ou F; est un s.e.v de dimension n — 2 et p; une rotation dans un plan P, qui peut s’écrire comme
une composée de deux symétries par rapport & deux droites D et D’ de P, c’est-a-dire p = sprosp,
de sorte que

T'i = SF4+D/ (F4+D’)L © SF4+D,(F4+D)+
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composée de deux symétries par rapport a deux hyperplans de E.

Finalement f est produit de t = ¢ + 2s = n — p symétries par rapport a des hyperplans. 11
est par ailleurs clair que le sous-groupe généré par les symétries orthogonales par rapport a un
hyperplan est dans O(E). O

Exercice 37.7. Soit E un e.v.e et u € L(E) telle que [||u||| < 1. Montrer que

L
E = ker(u — idg) ® Im(u — idg).

Solution. Soient = € ker(u — idg) et y € E. On a :
V) € R u(ha + py)||? < Az + pyl®
ce qui donne en développant et réarrangeant les termes :
YA\ p) € R i flu@)l® — ullyl® < 2pA (aly — u(y))
et donc en faisant p=1:
VAER, Ju()|® — lylI* < 2 (zly - u(y))

De la,

— si (x]y — u(y)) > 0, contradiction en faisant A — —oo;

— si (z]y — u(y)) < 0, contradiction en faisant A — +oc.
Donc (z|ly —u(y)) = 0. Ainsi ker(u — idg) C Im(u — idg)*. Or le théoréme du rang fournit
dim ker(u — idg) = dim Im(u — idg)*. Donc finalement il y a égalité des deux ensembles.

1
E = ker(u — idg) ® Im(u — idg)

Exercice 37.8. Montrer que O, (R) est compact.

Solution. On munit M,,(R) de la norme ||.|| définie pour tout A par
Al = Ayl
1Al = | max Al

L’application
fM®) - M®)
‘ M — ‘MM

est continue car polynomiale en les coefficients des matrices. Or O,(R) = f~1({I,}) donc
‘ O, (R) est fermé. ‘
Soient A € O, (R) et 1 <i < n.

1= Au("Ari =) A%
k=1

donc |Ax| <1 pour tout 1 < i < n. Par conséquent, ||Al| <1 et ‘ O (R) est borné.

Conclusion : ‘ O, (R) est un compact de M, (R). ‘ O




265

Exercice 37.9. Soit (E,(]|)) un e.v.e de dimension n.

1. Déterminer

{u e OE) | tru=n}

2. Soit u € O~ (E). Montrer que tru < n — 2. Cas d’égalité ?

Solution. 1. Soit u € O(E) de trace n. On se donne (e, ..., €,) une b.o.n de E.

n n

n=tru= Zei‘(u(em =D feilue) <Y lleillllute)l| = n

i=1 i=1

donc toutes les inégalités sont des égalités, et notamment (e;|u(e;)) = ||e;||||w(e;)]| pour tout
1 < i < n. Donc u(e;) positivement lié & e;, et comme u conserve les normes, u(e;) = e;.
Finalement On pouvait également le montrer matriciellement en s’inspirant de
la preuve de la compacité de O, (R).

2. On se donne B une b.o.n telle que

avec 0; €]0,7[ pour tout 1 < ¢ < s. Du déterminant de u, on tire ¢ impair supérieur ou
égal a 1. Par ailleurs, on a n = p + q + 2s. De la,

tru<p—q+2s=n—-2¢g<n—2
Le cas d’égalité fournit ¢ =1 et p+2s=p+2> ., scosf; donc s =0 et p=n— 1. Donc

u est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan. La réciproque est immédiate.
O

Exercice 37.10. Soit (a,b,c) € R3. On consideére :

a b c
M=|c a b
b ¢ a
Montrer
. 4
M € SO3(R) < a, b et ¢ racines d'un polynéme X* — X? 4+ k avec 0 < k < o7

Solution. CONDITION NECESSAIRE. On suppose que M € SO3(R). De 14, on tire :

A+ +c?=1 (1)
ab+bc+ca=0 (2)
ad+03+c—3abe=1 (3)
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Par ailleurs, posons k — abc et considérons le polynéme

Pr=(X—-a)(X-0)(X-c)
=X~ (a+ b+ c)X? + (ab + bc + ca)X — abe

On va tenter d’exprimer (1) et (2) en fonctions des sommes symétriques. De (1) et (2) on tire :

l=ad>+b*+c=(a+b+c)>—2(ab+ bc+ ca)
|\ S—
=0

donca+b+ce{-1,1}.
D’autre part,
a® + 03+ = (a+b+c)® —3(a®b + a’c + b*c + b*a + c2a + ¢*b) — 6abe
a’b+a’c +b*c +b*a + c2a + b = (ab + be + ca)(a + b+ ¢) — 3abe
—_——

=0

Donc finalement :
1=a®+b*+c = (a+b+c)® + 3abe

et donc a+b+c=1. On a donc
P,=X3-X?+4+k%

Par ailleurs,

= 3X% —2X
ce qui fournit le tableau de variations

2

0 3
P.|+ 0 — 0 +

Py k
e N\ .\ e
5 +k

P, possede trois racines réelles donc Py, s’annule entre 0 et %, ce qui impose 0 < k < 2%.
CONDITION SUFFISANTE. (a paralt a présent évident avec les calculs faits auparavant, que
I’on peut remonter pour tomber sur M orthogonale de déterminant 1.

Remarque 37.10.1. On a ici étudié et montré

ab+bc+ca=0

RIINSO3(R) = {a+b+cl

a2+ +c2=1
a+b+c=1

oudJ =

o = O
= o O
O O =
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qui est donc l'intersection d’une sphére et d’'un hyperplan, donc soit vide, réduite a un point, ou
un cercle ; dans notre cas, c¢’est un cercle. Par ailleurs,

RN O3 (R) = R[J] N (~1,503(R))

a2+ +2=1
a+b+c=-1

O

Exercice 37.11 (Réduction des endomorphismes orthogonaux). Soit (E, (| )) un espace euclidien
de dimension n et u € O(E).

Montrer qu’il existe B une base orthonormée de E, un unique triplet (p,q,s) € N3 et un unique
s-uplet (61, ...,0,) de |0, 7[* tels que

I, 0
_Iq

_ R, _ (cos 0 —sinf
[u]s . avec Ry (sin@ cosh | Pour 0eR

0 Ry

s

‘Exercice 37.12. Montrer que SO, (R) est connexe par arcs.

‘Exercice 37.13. Montrer que O, (Q) est dense dans O, (R).

Solution. — Cas particulier n = 2.

I ={(a,b) €R? | a® +b* = 1}.
L’application suivante permet un paramétrage du cercle (moins le point (—1,0)) :

R — T\{(-1,0}
CER SN 1—t2 2t
14+1271+¢2

On montre facilement que ¢(Q) est dense dans ', or ¢(Q) C T'N Q2. Par ailleurs, on sait

que
cosf) —sinf cosf)  sinf
O2<R):{<sin0 cos@)’eER}U{(siHQ cos@)’eeR}

De la il est facile de conclure.

— Cas général.
On assimile K™ & M,, 1(K). Soit U € Q"\{0}. Posons H = U~ et montrons que la symétrie
orthogonale par rapport a H notée oy est dans O, (Q) = O(Q™).

OH = PH — PRU
= idgn — 2prU
((wiluj))i<ij<n
Z?:1 u?

Soit A € O, (R). Ecrivons A comme limite de matrices de O, (Q). Il existe Uy, ..., U; des
vecteurs de R" tels que

[ou] =1, — 2 € On(R)

U, 'U;
A:SUIX...XSUt OﬂSUi:In—27l71<i<t.
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Comme Q™ est dense dans R™, on dispose de suites dans Q™ convergeant vers les Uy, ... ,
Uy, dont les symétries associées ont leur matrices a coefficients rationnels, d’apres ce qui
précede. La continuité des opérations permet de conclure.

Exercice 37.14. Soient (E, (|)) un e.v.e et f € O(E).

1. Montrer
(fP)pen converge <= f = idg.

2. Montrer que
idg + f+ ...+ f?

P o310 TF ou F = ker(f —idg).

Solution. 1. CONDITION SUFFISANTE. C’est clair.
CONDITION NECESSAIRE. Il suffit de constater :

177 = I =10 = id) 2Nl = - = (11 f — ad] ]

or ||| /2! — f7||| = 0 donc f = id.

2. On a f(F) C F donc, si G = F*, f(G) C G et f induit des automorphismes orthogonaux
sur F et G; soient B et Bg deux bases orthonormées qui réduisent fr et fg les induits de
f respectivement sur F et G. On note p la dimension de F et § la réunion des deux bases
précédentes. Alors

ou
[fG]ﬁc =
0 Ry

Posons (m,,) la suite des moyennes de Cesaro de f.

(s = 1 <Ip 0 >
TR\ X [T
ou )
(-1)1, 0
; Rie,
[fG]/BG =
0 Rig,

. 3T . a —b o D" Rio,
et par morphisme d’algebre a + ib — b a la moyenne de Cesaro =i=07— tend vers
0 pour tout 1 < k < s. Conclusion : | m,, —+> TF.

n—-+oo
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Exercice 37.15. Soient (E,(|)) un e.vieet f: E — E telle que
V(z,y) € B, [If(2) = f()ll = [|l= — vl

1. Montrer que f est affine et que f € O(E).
2. Pour z € E, on pose D(z) = || f(z) — z|* et p = infED(x).
1S

—

Montrer que p est atteint sur un sous-espace affine de E, de direction E(f) = {z €

—

E|f(z) ==}

Solution. 1. On pose g = f — f(0) et on proceéde comme dans 'exercice car g conserve
la norme euclidien donc le produit scalaire.

2. L’ensemble
A={llf(z) —2|* |z € E}
est une partie non vide de Ry. On peut la réécrire :

— —

A=A{l£(0) + flz) — 2|* | 2 € B} = {||£(0) — ul* | y € Im(id — )}
A\

w=d(f(0),V) est atteint en le projeté orthogonal de f(0) sur V, que 'on note w. Donc p
est atteint par les points = € E tels que x — f = w. Cela correspond a ’ensemble

L= (id— )" ({w})

qui est soit vide soit un sous-espace affine de direction ker(id — f).
O

Exercice 37.16. Soit E un espace affine euclidien de dimension n. Soient Iy, ..., II,, des hyper-
plans affines de E, dont on suppose que l'intersection est un singleton. On donne b € E et on
définit par récurrence la suite (ag)gen :

ap = b et pour k € N*, ap, = m;(ag—1) ovi = k [n]

ou 7; projecteur orthogonal sur II;.
Montrer que ax k—> w. Application a la résolution des systémes numériques ?
—+o0

Exercice 37.17. Montrer que (&,,41,0) est isomorphe & un sous-groupe de O, (R).

Solution. 11 s’agit donc de montrer que &,,41 se plonge dans O, (R).

On se donne (E, (|)) un e.v.e de dimension n+1 et (e, ..., €,41) une base orthonormée de E.
Pour o € &,,41, on définit 9, € L(E) par ¢, (e;) = ex@y pour 1 <i <n+ 1 (on fait agir &,,41
sur les b.o.n). On vérifie que 'application

P - Gn-‘rl - O(E)
’ T S

est un morphisme de groupe, dont le noyau est l'identité : on a ainsi injecté &,; dans O(E).
Reste a enlever une dimension.

Il s’agit de trouver un s.e.v de E stable par tous les ¢,. Une droite stable par tous les ¢, est
R(Z;Lill e;). Considérons I’hyperplan H défini par

H=x1+...+2,41=0
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qui est bien stable par tous les ¢,. Pour ¢ € &,,11, on note g, € O(H) 'induit de ¢, sur H.
L’application
by : 6n+1 — O(H)
’ o = Y
est un morphisme de groupes injectif : si g, = g, alors f; g = f,/|u. Par ailleurs on a vu que

1L
fout =idgr = f,rgr. Donc f, et for coincident sur H @ H' = E. Finalement

S0 = O(H) = O, (R)]

O

Remarque 37.17.1. 1l est légitime de se demander si on ne peut pas descendre encore d’une
dimension. Ce n’est pas vrai dans plusieurs cas particuliers : &5, de cardinal 2, ne se plonge pas
dans Op(R), de cardinal éventuellement 1. De méme pour &3 et O1(R).

S, se plonge-t-il dans O2(R) ? Supposons par I’absurde que oui, et donnons-nous P un plan
euclidien orienté et ® un morphisme injectif de groupe de &4 dans O(P). De 1a,

(1,2,3) = (1,3,2)?
®((1,2,3)) = ®((1,3,2))?
det ®((1,2,3)) = det ®((1,3,2))? = 1

En fait tous les 3-cycles sont envoyés dans SO(P) qui est commutatif. Or
(1,2,3) 0 (1,2,4) # (1,2,4) 0 (1,2,3)

ce qui mene a une absurdité, puisque ® est un morphisme injectif.

Exercice 37.18. Soit (E, (|)) e.v.e de dimension 3. Déterminer les sous-groupes de (O(E), o)
de cardinal 4.




Chapitre 38

Endomorphismes auto-adjoints et
compagnie

Exercice 38.1 (Théoréme spectral). Soit E un espace euclidien. Soit f € £L(E). Montrer

f € S(E) < f est diagonalisable dans une base orthonormée.

Exercice 38.2 (Réduction des antisymétriques). Enoncer et prouver un théoréme de réduction
pour les endomorphismes antisymétriques d’un espace euclidien.

Solution.

SE={f € LE) | V(x,y) € E*, (f(2)ly) = — (z]f(v))}
On prouver aisément les lemmes suivants :
Lemme 38.2.1. Soit f € AS(E) et F stable par f. Alors F* est stable par f.

Lemme 38.2.2. Tout endomorphisme d’un R-ev de dimension finie posséde une droite ou un
plan stable.

Lemme 38.2.3. Si dimE =1, alors AS(E) = {0}.
Si dim E = 2, alors tout f dans AS(E) est réductible dans une b.o.n B sous la forme

fe=(0 ) o (5, )

On prouve alors le résultat suivant par récurrence :

avec o > 0.

Théoréme 38.2.1 (Réduction des antisymétriques). Soit f € AS(E). Il existe B b.o.n de E,
p,s €Netay,..,a, € Ry tels que

IP
CV1J

fls =

ogd

.. (0 -1
ouJ—(1 O)'
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O

Exercice 38.3 (Extraction de racine carrée dans ST (E)). Soit E un espace euclidien. On note
STT(E) 'ensemble des auto-adjoints définis positifs.
1. Montrer que
{ STHE) —
@ : 2
= f
est bien définie et bijective.

2. Montrer que ® est un homéomorphisme.

Exercice 38.4. Soit A = (a;;) € S, (R).
Montrer que

det A S ﬁ (077

i=1

Solution. Comme A est symétrique positive, il existe B symétrique positive telle que B = A.
On a alors avec 'inégalité d’Hadamard :

n

det A = (det B)? < ﬁ (Z b?j> - ﬁajj
j=1 Jj=1

i=1

Exercice 38.5 (Décomposition polaire). Soit A € G£,,(R).
Montrer qu’il existe un unique couple (O, S) € O, (R) x S (R) tel que A = OS.

Solution. Supposons que tel soit le cas : A = OS comme dans 1’énoncé. Alors
tA =18'0 =807t

d’ot tAA = 82,
Reprenons & présent la démonstration. *AA € S+ (R) donc on dispose d’une unique matrice
définie positive telle que S? =*AA. On pose de plus O = AS™! et on a alors

100 = (*8) 1AAST = (*S)lSss Tl =1,

ce qui fournit le résultat.

Par ailleurs, puisque l'extraction de racine carrée est un homéomorphisme de S+ (R) sur
lui-méme, et que la matrice orthogonale dans la décomposition polaire est déduite de la racine
de *AA, G, (R) est homéomorphe a O, (R) x ;T (R). O

Exercice 38.6 (Théoreme du min-max). Soit (E,(])) un e.v.e et f € S(E). On note A1 (f), <
e < An(f) les valeurs propres de f comptées avec leur ordre de multiplicité.

1. Montrer que

Ni(f) = inf .
(f) ronf Hillel (f(z)|z)
dimF=i ,cp

2. En déduire la continuité de ’application
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Solution. 1. Soit (eq, ..., €,) une b.o.n de E telle que

Vie {1aan} f(ez) :)‘Z(f)ez

Fixons 1 <i < n et posons F; = Vect(ey, ...,e;) € G;(E). Soit « € F;, unitaire.

(f(z)|z) = <Z TN e; Zfﬂkek> = Z)\kxi < Zkzﬂ?i =X\
=1 k=1 k=1 k=1

et prenant x = e; on a l’égalité. Donc

Sup (f(@)|lz) = A
;EF_i

Soit F un s.e.v de E de dimension i. Posons G; = Vect(e;, ...,e,) qui est de dimension
n—i+1.0Ona

dim(FNG;) = dim G;+dim F—dim(F+G;) = n—i+1+i—dim(F+G;) = n+1-dim(F+G;) > n+l1-n =1

donc on dispose, quitte & normaliser, d’'un = € F N G; unitaire.

n
Tr = E Zj€4
=i

(f()|z) = <Z Ajje; Z$k€k> = ZMOE? >N
=i k=i =i

ce qui fournit
sup (f(z)]z) > Ai
llzll=1
zeF
or la borne \; est atteinte comme on ’a montré précédemment, et on a donc le résultat.

2. 1l s’agit d’abord de montrer que l'inf ou le sup d’un ensemble de fonctions lipschitziennes
lest également ; il suffit alors de appliquer a

f SE) —
‘”{ o (@)

pour F € G; et x € F normé.
O

Exercice 38.7 (Caractérisation des projecteurs orthogonaux). On se place dans un e.v.e E et
on se donne p € L(E) tel que pop = L(E).
Etablir I’équivalence des assertions suivantes :

(i) p est un projecteur orthogonal
(if) Vo € E [[p(2)] < |I=|

(iii) p est auto-adjoint.
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Solution. (i) = (it). La réunion d’une b.o.n de Imp et de kerp permet de diagonaliser p dans
une b.o.n de E; le théoreme spectral permet d’en conclure que p est symétrique.

(#i) = (7). Il suffit de développer ||p(z) + « — p(z)|| pour x dans E et d’utiliser la propriété
de symétrie.

(#4) = (4). Méthode variationnelle, ¢f chapitre précédent : ||[p(Az + py)|| < ||Az + py|| ou
x € Imp et y € kerp, ceci étant vrai pour tout (\, ) € R? on éleve au carré et développe, on
fait sortir le jus. O

Exercice 38.8. Soit (E,(|)) un e.v.e de dimension n et f € ST(E).
Montrer que

1+ (det f)* < (det(idg + f))* .

Solution. On note A1, ..., A, les valeurs propres réelles de f. Si 0 est valeur propre de f, on a le
résultat. Sinon, pour 1 < i < n soit u; € Ry tel que A; = e#i. La fonction x — In(1 4 e%) étant

convexe,
n .
it In (1 4 et?)
e e )
n +e < "

i=1

ce qui fournit en passant a ’exponentielle

n
1+ e“ﬁ'v}L”" < H (1+ e“i)%
i=1

et on a ainsi notre résultat. O

Exercice 38.9. Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux d’un e.v.e (E, (])).
Montrer que E est somme orthogonale de s.e.v de dimension 1 ou 2 stables par p et q.

Solution. 11 suffit de montrer qu’il existe une droite ou un plan stable par p et ¢. Comme ceux-ci
sont auto-adjoints, I'orthogonal de ce s.e.v sera également stable par p et ¢ et on pourra en
déduire le résultat par récurrence.

p + g est symétrique. Soient \ une valeur propre de p + ¢ et x # 0 un vecteur propre associé.

(P +a)(x) = Az

Considérons F = Vect(z,p(x)). On vérifie que F est stable par ¢, en plus de I'étre évidemment
par p. O

Exercice 38.10. Soient A et B dans S, (R) telles que exp(A) = exp(B).
Montrer que A = B.

Exercice 38.11. Soit A € S,/ (R). Montrer que pour X,Y € M,, 1(R),

(*XY)? < (*XAX)(*'YA1Y).

Solution. On ortho-diagonalise A comme d’habitude : soient Q € O, (R) et D = diag(A1, ..., A\n)
tels que A = 'QDQ. Soient X et Y dans M,, 1(R).
IXAX = 'X'QDOX = H(QX)DOX
'YATYY =HQY)DQY
XY = H(XQ)QY
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On a donc
(VX,Y € M,,1(R), (*XY)? < (‘XAX)('YAT'Y)) «= (VX,Y € M, 1(R), (*XY)? < (‘'XDX)(*YD'Y).)

Si X =%x1,...,zs) et Y ="*(y1, ..., yn), on veut donc montrer que

(S = (5 (55)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux vecteurs

VA vy
Xy = et Y,=
Ve, %
fournit le résultat. O

Exercice 38.12. Résoudre dans M, (R) :

MM M =T,

Solution. Soit M une solution. ‘MM M = I,, donc M est inversible et
tMM — thl
tM — tM—lM—l
M= thlel _ (MtM)71

donc M est symétrique et positive. Ses valeurs propres sont réelles et M3 = I,, donc M = I,,. La
réciproque est immédiate. O

Exercice 38.13. Soit a € L(E) ou E euclidien. Calculer le déterminant de

%:{ S(E) — S(E)

s = a*osoa

Solution. p, est bien définie et linéaire.

Traitons d’abord le cas ot a € S(E). Soit § une b.on de E qui orthodiagonalise a. On
note Aq, ..., A, ses valeurs propres réelles. On définit f;; € L(E) par [fi;]g = E¥ et alors si
9ij = fij + fij, la famille (g;;)1<i<j<n est une base de S(E). On a

a”o (fij + fji) 0 a = Nidjfij + AjAifii = XiX;gi
donc (g;;) est une base de S(E) qui diagonalise ¢,. On a alors
detoa = [ M= (deta)™t!

1<i<j<n

et pour tout r € R,

n(n+1)

det Ora = det(?‘cha) = (7'2)T det Pq = (T" det a)n(n+1)
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Traitons & présent le cas général a € L(E). Il existe w € O(E) et s € S(E) tels que a = w o s.
Il existe o1, ..., 04 des réflexions telles que w = o7 o ... o . De 14,

det p, = det g, X ... x det @, X det s = ... = (det a)n+1

Exercice 38.14. Soit (E, (|)) e.v.e. Déterminer :
1. le s.e.v de L(E) engendré par les projecteurs ;

2. le s.e.v de L(E) engendré par les projecteurs orthogonaux.

Exercice 38.15 (Matrices antisymétriques). On note
AS,(R) = {M € M,(R) | 'M = -M}

et on donne M dans AS,,(R).
1. Montrer que si n est impair, alors det M = 0.
2. Montrer que det M € R,
3. Montrer que rg M est pair.

Solution. 1. Ona:
det M = det "M = det —M = (—1)" det M

donc ‘ si n est impair, det M = 0. ‘

2. Le cas n impair est évident d’apres ce qui précede. On suppose dans la suite n pair.
Soit X € Mm](R).
EXMX = '(*XMX) = 'X'MX = —*XMX

donc *XMX = 0. Soit A une valeur propre réelle de M, et X un vecteur propre non nul

associé.
MX = XX
IXMX = A !XX
~~
£0
donc A = 0.

Le cas M ¢ G¢,(R) est évident. Supposons donc M inversible. M n’a donc pas de valeur
propre réelle. 1, polyndéme réelle de degré pair, est donc a racines complexes conjuguées.
Le déterminant de M est donné par le produit de ses racines, soit un produit de modules

au carré, donc det M est un carré, et en particulier |det M € R,..

3. On se donne (E, (|)) un e.v.e et S une b.o.n de E. Soit ¢ € L(E) tel que M = [¢]g. Alors
p* = —p et notamment
Vo € E, (p(x)]z) =0

Soit F un s.e.v stable par ¢. Alors FL est également stable par ¢. On choisit F = Im ¢, et
on note ¢r l'induit antisymétrique de ¢ sur F.

or(FH) c FNFL = {0}

donc F+ C kerp et le théoréme du rang assure 1’égalité. Donc g est un isomorphisme,

antisymétrique, de déterminant non nul, donc dim F est pair et

O
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Exercice 38.16. Soient A,B € S+ (R) et o, 8 €]0, 1] vérifiant a + 8 = 1.
Montrer que
(det A)* (det B)? < det(aA + BB).

Exercice 38.17 (Déterminant de Gram). Soit (E, (|)) un e.v.e. Pour z1,...,z,, € E on pose
G(z1,...,xm) = det ((z;]x;)) .
1. Montrer que G(x1,...,Tm) > 0 et que G(x1, ..., Tm) = 0 881 (21, ..., Ty lié.

2. Soit (21, ..., ) un systéme libre de E, F = Vect(z1, ..., ) et z € E. Montrer que

G(1, .oy T, 2)

d(Z7F) = G(zl,...,mm) .

Solution. 1. La matrice associée au déterminant de Gram, notée M, est dans S;F(R), c’est
aisé a vérifier. Son spectre est donc dans R, et par suite son déterminant aussi.

Si (z1, ..., xm) est lié; alors on remarque qu’il en va de méme des colonnes de la matrice de
Gram.
Réciproquement, si G(z1,...,x,,) = 0, on dispose de (A1, ..., Ayy) € R™ non nul annulant
M. Cela donne méme

(A1 e A)ME(AL oo M) =0

cest a dire || D1, N[> = 0. Clest ce que 'on veut.

2. On pose z = u +y avec (u,y) € F x FL. On a donc (d(F), 2)? = ||ly||?>. Par ailleurs,
u =121 + ... + QpTy,. De la,

(@ilz) o (mlem)  (mly+u)

G(x1y ooy Ton,y 2) = G(a1, oy T, y + 1) = : :
( 1 ) ( 1 Yy ) <£L‘m|$1> <xm‘xm> <xm\y+u>
(y+ulz1) - (ytulzy) (y+uly+u)

ce qui fournit par I'opération

m

Cit1 ¢ Cg1 — Z a;C;

i=1
I’expression
(@ilzr) - (z1]om) 0
G(xlw'wxmaz) = ’ :
<Im,|x1> Tt <xm|$m> O
(y+ulz) - (y+ulzn) [yl?

et en développant par rapport a la derniére colonne, on a finalement

Gla1, e . 2) = [9]PGar, ) |
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Exercice 38.18 (Ordre partiel sur S,,(R)). On définit sur S,,(R) la relation < par :
A <B <= VX € M, (R), 'XAX < 'XBX

1. Montrer que < est une relation d’ordre.

2. Montrer que toute suite croissante et majorée de (S, (R), <) converge.

Solution. 1. La relation < est clairement réflexive et transitive. Soient A et B des matrices
réelles symétriques telles que A < B et B < A. Alors C =B — A vérifie :

VX € M1 (R), "XCX =0

On vérifie alors aisément que si A est une valeur propre de C, alors A = 0 et, puisque C est
diagonalisable, C = 0. Donc < est antisymétrique.

2. Soit (A,) € (Sn(R))Y" croissante et majorée.
(Ap) converge = (A,) converge coefficients par coefficients

Soit B € S,(R) telle que Vp € N*, A, < B. Pour tout X vecteur colonne, ‘XA,X est
croissante et majorée donc converge. Donnons-nous X et Y deux vecteurs colonnes.

FX + Y)AL (X +Y) = XA, X+ YA, Y +2°YA, X
—— —
Ccv Ccv

donc YA, X converge. Avec X = E’ et Y = E’, YA, X = (A,);; et on obtient donc la
convergence coefficients par coefficients de (A,).

‘Toute suite croissante et majorée de (S, (R), <) converge. ‘

O

Exercice 38.19 (Une caractérisation des matrices diagonalisables). Soit A € M,,(R). Montrer

A diagonalisable <= 3S € ST (R), ‘A = SAS™!

Solution. CONDITION NECESSAIRE. On suppose A diagonalisable. On peut donc écrire
A =PDP™!
avec D diagonale et P inversible, et on a donc
‘A ="P7'D'P ='P7'P'AP'P = (P'P) 'AP'P

avec P'P € ST (R) comme il est aisé & montrer.
CONDITION SUFFISANTE. On se donne S € S+ tel que ‘A = SAS™!. Soit P inversible tel
que S = PP (par extraction de racine carrée ou par décomposition LU, par exemple).

‘A =SAS™!

'AS = SA
'(SA) = SA
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donc B = SA est symétrique. De 1a,

A =S8"'SA = (P'P)"'B=P }((*P)"'BPHP
N———
symétrique

donc A est semblable & une matrice diagonalisable, donc est diagonalisable.

A diagonalisable <= 3S € ST (R), ‘A = SAS™!

O
Exercice 38.20. E un e.v.e. On se place dans S(E). Montrer
St+(E) = ST(E) et ST(E) =St (E)
Solution.  — STH(E) =S8 (E) : ST(E) est un fermé¢ de S(E) donc on a déja I'inclusion di-

recte.
Soit f € ST(E) et pour p € N* on pose

fo=f+ zdesw)

de telle sorte que f, — f. On a prouvé l'autre inclusion.

ST (E) = S*(E)

— ST(E) = ST (E) : montrons d’abord que S**(E) est un ouvert de S(E). Soit f € ST (E)

et r = MT(’C) ol A; est la plus petite valeur propre (strictement positive) de f. Soit
g € B(f,r) au sens de |||.|||. Pour € E non nul,

{g(@)]z) = (f(z)|x) = {(f = 9)(x)|x)
(f@)la) = 1I1f = glllll=]*
(f(@)|z) = rll=]?

(f)

M()ll)l* = rllz]* > 0

AVARAVARLY]

donc g € STT(E). ‘S‘H’(E) est un ouvert de (S(E), |||.]|])- ‘

De fait, on a STT(E) C ST(E). Reste a prouver l'autre inclusion.
Raisonnons par 'absurde et donnons-nous f € ST(E)\ ST*(E). On a nécessairement
A1(f) = 0. Soit r > 0 tel que

B(f.r) C ST(E)
f — %id € ST(E). Soit x un vecteur propre associé a 0.
0< (f(@) - Safe) = ~Llal® <0

Absurde. Finalement on a bien

o

ST(E) =St (E)
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Exercice 38.21. Soit A € S,,(R). Montrer
AeSIT(R) <= Vie{l,...,n} u(A) >0

ol p;(A) désigne le i®™° mineur principal de A.

Solution. CONDITION NECESSAIRE. On suppose A € S T(R). Pour 1 <i<n
AD = (Ap)i<ir<i

est symétrique définie positive : en effet, pour X € R?,

X X
A 0 0
EXAOX =t |A|l . [>0

0 0

Par conséquent,

,LL,'(A) = det A(Z) = H /\J(A(l)) > 0.

j=1

CONDITION SUFFISANTE. Si tous les mineurs principaux sont strictement positifs, ils sont en
particulier non nuls, donc A possede une décomposition LU.

1 0 )\1 * )\1 0 1 *

L’unicité de la décomposition LU fournit
‘M=L et “LD)=U

ce qui finalement permet d’écrire
A ='MDM

or tous les A; sont > 0 (par récurrence finie) donc A est symétrique définie positive : aisé & vérifier
par produit scalaire, puisque M est inversible et les A\; > 0.

|A €SI (R) <= Vie{l,..n} u(A) >0

O

Exercice 38.22 (Théoréme spectral, forme matricielle «ultime»). Soient A € S (R) et B €
Sn(R).
Montrer qu’il existe P inversible et D diagonale telles que

A ='PP B = ‘PDP
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Solution. On cherche Q € G/, (R) telle que A = 'QQ.
1°r¢ méthode : Extraction de racine carrée.
2rde méthode : Décomposition LU. Les mineurs principaux de A sont tous strictement positifs.

1 0 )\1 *
A=LU ouL= et U= .
* 1 0 An

avec f;(A) = A1...A; > 0 pour tout 1 < i < n. On peut réécrire

A1 0 1 *
A=L . U’ onU = )
0 An 0 1
et en passant a la transposée
A1 0
tA — . t,
0 An

or A =*A donc par unicité de la décomposition LU on a *U’ = L. Finalement

A1 0 VA 0 VA1 0
0 An 0 vV 0 vV

oM 0
ce qui invite & poser Q = 'L € G£,(R). On a alors A ='QQ.
0 vV
On peut a présent définir S € M,,(R) telle que B = *QSQ. On constate que S € S,,(R), donc
on dispose de D diagonale et de Q € O, (R) telles que S = QD). Finalement en posant P = QQ

on a successivement :
A ="'PP B = PDP

et le théoréme est prouvé.
Cette décomposition est unique si I'on impose de plus P € ST (R) ou P € 7,77 (R). O
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Chapitre 39

Espaces pré-hilbertiens

Exercice 39.1 (Identité du parallélogramme). Soit (z,y) € E%.
Montrer

2]l2l* + 20lyl* = llz +yl1* + ll= — yl*-

Exercice 39.2 (Identité de la médiane). Soit (a,b,z) € E3. Montrer

2

x—CH_b
2

1 2 2 1 2
= 5 (lz—al* + = = bl1*) = 76— al

Solution. Notons m = “;‘b.

1 1 1 1
o —ml? = {llz —a+z = bl = 1 llz — al + 2 — bl* + 5 (& — al —b)

122 — a — b||* — ||a — b||?
4

1 1 1
e —al?+ 3o - 0P + 5 (
d’ou
1~ al?
Lo —alf

1
sllz =ml* = 7(lz = al® + Iz - b]*) )

Exercice 39.3. Soit K un convexe compact non vide de E et a € E. Posons

d = inf{||z — a|, z € K}.
Montrer que :

1. il existe p € K tel que d = |ja — p||;

2. la distance est réalisée en un seul point;

3. { E— K est continue.
a — p

Solution. 1. La fonction
J K — R
. x — Jla—2x

est continue sur K, compact de E non vide, donc atteint son minimum.

283
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2. Soient p et ¢ réalisant ce minimum. Posons m = pTJrq. Alors

1 1 1
d* < la—ml| =5 (lz = pl* + o = qlI*) = g llp —al* = d* = Jlp—q|* <d

donc p = gq.

3. La distance a K est continue, car 1-lipschitzienne. On montre que, si b,, — a, la seule valeur
d’adhérence de (7 (b)) est 7(a). Comme K est compact, on peut conclure.

Exercice 39.4 (Théoréme de projection). Soit u € E et F un s.e.vE] de E. Montrer

ueFPFr <= JveF, YweF, |u—v| < |u—w

a. Le programme stipule fermé mais a priori on n’en a pas besoin dans la preuve.

Exercice 39.5. Calculer .
inf P(t))%dt.
Lt [ )
P unitaire
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Exercice 39.6. On considere dans cet exercice un entier n > 1.

1. Soient 1, ...,z, € R distincts.

a) Etablir I'existence de A1, ..., A, € R tels que
1 n
VP e R, 1[X], / P = \P(z:).
-1 i=1
b) Soit ¢ € N tel que :

1 n
VP € R,[X], / P =" \P(x).
-1 i=1

Montrer que ¢ < 2n — 1.
. Etablir I'existence de (y, ..., ¢, € [—1,1] avec

—“I<@Gi<@G<..<@ <1

et de p1, ..., i, € R tels que
1 n
VP € Rypn_1[X], / P =" 1P(G).
-1 i=1

Indication : on se placera dans R, [X] que l'on munit du produit scalaire prodscalPQ =
fil PQ et on considérera 'orthogonalisée de Schmidt de (1,X,...,X"), soit (IIy,...,IL,).
On montrera que I1; est un psars dans | — 1,1[ et que les (; sont les racines de I1,,.

. Etablir I'existence de a € R tel que
1 n
VP € Ry, [X], / P =Y wP(G)+aPCm.
-1 i=1
. Soit f:[~1,1] = R de classe C?". Etablir existence de w €] — 1,1[ tel que :
1 n
[ F= Y@+ afe) (39.1)
-1 i=1

. Expliciter la formule ( ) dans le cas n = 2.

. Proposer une formule de calcul approché pour f; @(t)dt ot ¢ : [a,b] — R est de classe C*.

Solution. 1. a) Premiére méthode : polynémes d’interpolation de Lagrange fournissent

P:ZP(“)Hi_z /_1P(t)dtzz /H;—xmjjdt

i=1 \Y 1%

Seconde méthode : d,,,...,0,, les évaluations en zy,...,x, forment une famille libre

du dual de R,,_1[X], donc une base (cardinal). Or f_ll est une forme linéaire, ce qui
fournit directement le résultat.
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b) Supposons par labsurde ¢ > 2n. Alors on obtient une absurdité en appliquant la
formule & P = (X — 21)%...(X — 2,,)2.

2. On montre dans un autre exercice les résultats donnés dans I’indication.

Soit P € Rgnfl[X].

Pk - { RQn_lpg

Si P € keryy N...Nkerg,, il existe Q de degré <mn —1 tel que P = Q(X — (7)...(X = (p).
Alors

Rgn, 1 [X} — R

R ) 1
P(Ce) I: P /P
-1

—
—

/1P=<Q|Hn>=0

-1
Donc
ker o1 N...Nker ¢, C kerl

Par conséquent I € Vect(p1, ..., on) et il existe puy, ..., tn € R tels que I = p191 + ...+ pn@n-
Finalement

1 n
VP e R, 1[X], / P =3 \P(z:).
-1 i=1

. Méme type d’argument :

Ron[X] — R
1 n
v P — /P—ZﬂkP(Ck)
-1 k=1

kerf = Ry, 1 C kerp

donc il existe o € R tel que ¢ = af.

. Considérons

RQn [X] — R2n+1

H: P — (/llP,P@l),---,P<<n)7P’(<1>,-.~>P’<<n>)

H est linéaire. Montrons qu’elle est injective. Soit P € ker H. On en déduit que (X —
(1)?...(X = ¢,)? divise P. Du degré de P on tire que P = ¢(X — (1)%...(X = ()% et [P =0
impose ¢ = 0.
H est donc (dimensions) bijective, et en particulier surjective.
On dispose donc de P € Ry, [X] tel que
RS 1
0 S5 P=Jf
(i) Yk € {1, n} P(G) = F(Gi) et P'(Ck) = /'(Ge).

Finalement . . . N
/1 - ZMif(Ci) = / pP- ZMP(Q) = aP"
- i=1

- i=1
Reste a prouver le
Lemme 39.6.1. (f —P)®") s’annule.
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Preuve. g = f — P supposée non identiquement nulle. g s’annule en les (; et ¢’ également.
De plus f_ll g = 0. ¢’ possede donc au moins 2n — 1 zéros d’apres Rolle :

“1I<@i<x1<@G<..<xn1<( <1

On suppose par Iabsurde que ¢(®® ne s’annule pas sur [—1,1]. Par conséquent g’ a exacte-
ment 2n — 1 zéros, sinon on pourrait trouver un zéro & ¢, ¢’ n’a que des zéros simples,
et change de signe en chacun de ses zéros. Donc g garde un signe constant sur [—1,1].

f_ll g = 0 donne g = 0, absurde.
5. Calcul.
6. Idem.
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Troisiéeme partie

Probabilités
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Chapitre 40

Axiomatique de Kolmogorov

Exercice 40.1. Montrer que 7 = {X C R, X ou R\ X fini ou dénombrable dénombrable } n’est
pas stable par union infinie non dénombrable.

Solution. Ry ¢ T et pourtant R = L]JR {z}. O
reR4

Exercice 40.2 (Lemmes de Borel-Cantelli). Soit (€2, 7,P) un espace probabilisé et (A;,)nen+
une suite d’éveénements. On pose

B=TmA, = [ JA,
neNp>n
1. Montrer que B € 7.

2. On suppose que Y P(A,) < +00. Montrer que P(B) = 0.

3. On suppose que les (A, ) en+ sont mutuellement indépendants et que > P(A,) = +oo.
Montrer que P(B) = 1. Pourquoi la condition d’indépendance est-elle nécessaire ?

Solution. 1. Union et intersection dénombrables d’événements.

2. Pour n € N on pose C,, = |J A,. La suite (C,,) est décroissante pour l'inclusion, donc
p2n

+oo
0>P(B)= lim P(C,) < lim (ZP(AP)>O

n—-4o0o n— 400
d’ott | P(B) = 0.

3. En passant au complémentaire,
B=J A,
neNp>n

et, la suite (C,,) étant croissante pour 'inclusion, on écrit & bon droit

14

PB) = lim PT)= lim_[[(1-P(4,)
qg=n
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par indépendance des (A,). Supposons par 'absurde que P(B) # 0. On déduit de la

convergence du produit que lim P(A,,) = 1. Par conséquent on peut utiliser les équivalents :
> P(A,) a méme nature que > In(1—P(A,,) qui tend donc vers —oo, donc le produit supra

tend vers 0, absurde. Donc | P(B) = 1.

L’indépendance des événements est essentielle : regarder ce qu’il se passe pour une suite

constante a probabilité non nulle.
O

Exercice 40.3. Soit {2 un ensemble non vide, et Uy,...,U, p parties disjoints de {2 dont la
réunion donne 2. Montrer que

T ={,4,Ui MeP([Lp])}

est une tribu.

Exercice 40.4. Soit (§2,7,P) un espace probabilisé.
1. Trouver les événements indépendants d’eux-mémes.

2. On suppose A N B = @. Donner une c.n.s pour que A et B soient indépendants.

Exercice 40.5. On considere une urne dans laquelle sont disposées des boules numérotées de 1
a n. On réalise n tirages sans remise. Quelle est la probabilité que la boule 1 soit immédiatement
suivie de la boule 2 dans le tirage ?

Solution. Modélisation :
Q={(u1,...,un) € [1,n]", Vi # j, u; # uj} :

La probabilité cherchée p est donnée par le calcul :

placer 1 et 2

1 —_—
(n —2)!

S

n—1
cas favorables =1

1
b 1; (uk » Ukt ) cas possibles n! n

O

Exercice 40.6. 40 livres sont rangés sur une étagere, au hasard 7 L’ceuvre complete de X est
constituée de 4 ouvrages, numérotés de 1 a 4. Quelle est la probabilité que les trois ouvrages
soient rangés dans l'ordre ?

Exercice 40.7. Soit 7 une tribu infinie. Montrer que 7 a au moins la puissance du continu.

Exercice 40.8. Peut-on munir N* d’une structure d’espace probabilisé (N*, 7, P) ot 7 est une
tribu contentant aN* pour tout a € N* et P vérifie

VaeN' PaN)=1 2
a

La réponse est non; cf le corrigé du DS 2.



Chapitre 41

Variables aléatoires, suites de
variables aléatoires

Variables aléatoires

Exercice 41.1. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes a valeur dans R. Montrer que
XY est une variable aléatoire discrete.

Solution. (X,Y) est une variable aléatoire, et si f : (z,y) — axy, alors XY = f((X,Y)) est une
variable aléatoire. O

Exercice 41.2. Soit X une variable aléatoire réelle possédant un moment d’ordre 2. Montrer

I’équivalence suivante :
Var(X) =0 3ce R, P(X#¢) =0

Solution. Un bon candidat pour ¢ est vraisemblablement E(X). On prend donc cette valeur pour
c et on peut écrire en utilisant le théoreme de transfert :

0=E(X-c)= > (@-c¢’PX=2)= > (2-c¢’PX=u) (41.1)

zeX(Q) z€X(Q)\{c}

Les termes de la derniere somme étant positifs ou nuls, ils sont tous nuls, ce qui fournit le résultat
souhaité. O

Exercice 41.3. Calculer la variance d’une variable aléatoire suivant la loi géométrique de pa-
rametre p €]0, 1] .
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Solution. On se donne X — G(p).

> n?p(l—p)" Z (n—1)+n)(1-p)""'p
n=1 n=1
=p» n(n-1)(1- )"1+pz (1—p)»*
n=1 n=1
Py (n+2)(n+ 1)1 -p)"+pY (n+1)(1-p)
n=0 n=0
(- p) st p—t
=p p
(1-(1-p) (1-(01-p)
2 —
Et d’autre part,
_ p 1
= Smlt =g S D = =
d’ot
VarX = E(X2) - B(X)? = 1_2p
p

O

Exercice 41.4. Calculer la variance d’une variable aléatoire suivant la loi de Poisson de para-
metre A € Ry .

Solution. On se donne X — P ().

D’autre part,

Donc
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Exercice 41.5. Soit n € N, n > 2. On pose Q = [1,n] et on munit (2, P(£2)) de la probabilité
uniforme. Pour d € N*, d|n, on note Dy 'ensemble des multiples de d qui sont dans €.

1. Déterminer P(Dg).

2. On écrit n = p{*...p%" la décomposition de n en produit de facteurs premiers. Les événe-
ments Dy, , ..., D, sont-ils mutuellement indépendants ?

3. On note ¢(n) le nombre d’entiers dans [1,n] qui sont premiers avec n. Montrer que

o=I1(-5)

Exercice 41.6. 1. Soit X une variable aléatoire dénombrable a valeurs dans N. Montrer que
oo
Z (X>n)

2. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R, . Montrer

ZPX>n ) <BX ZPX>n

Exercice 41.7. Soient p €]0,1[ et n > 3 un entier. On considére un polygone & n cotés dont
on allume chacun des c6tés avec une probabilité p. Calculer le nombre moyen de composantes
connexes allumées. On note I' 'ensemble des cotés allumés.

Solution. Introduire la variable aléatoire X = ) ), 1(v est une composante connexe de I') ou
V est 'ensemble des composantes connexes du polygone, puis utiliser la linéarité de 1’espérance
et dénombrer. O

Exercice 41.8. Soient X, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi
géométrique de parametre p;. Quelle est la loi de Z = min(Xy, ..., X,)?

Exercice 41.9. Soient X, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi
de Poisson de parameétre p;. Quelle est la loi de X = X1 + ... + X, 7

Suites de variables aléatoires

‘Exercice 41.10. Soit (X, )p>1...

Inégalités de concentration

Exercice 41.11 (Tchebychev). Soit X une variable aléatoire dénombrable de variance finie, et
soient X1, ..., X,, des variables aléatoires iid suivant la loi de X. Soit £ > 0. Montrer

Xy + ...+ X,
p (‘ 1+ .+
n

Var(X)

— (41.2)

—E(X)’ > s> <
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Exercice 41.12. Soit (X,,),>1 une suite de variables de Rademacher mutuellement indépen-
dantes. Pour n € N*, soit
S, =X1+...+X,.

1. Pour t € R, calculer E (ets") et montrer que

2
E (etsn) < exp (n2t>

2. Montrer que si A > 0 et n € N* :

A°n

2
P(S, > nA) <exp (—2>

Exercice 41.13 (Probabilité de positivité pour une variable aléatoire d’espérance positive).

2. Application : soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. Montrer

Var(X)
P(X>1) <E(X) P(X=0)< BX2)

Soit Y une variable aléatoire presque siirement non nulle, de variance finie et d’espérance positive.
Montrer

E(Y)?
P(Y>0)>
Y= B
Solution. 1. L’inégalité presque siire
Y <1ysoY
fournit

0 < E(Y) < E(LysoY)
or par Cauchy-Schwarz,
E(ly>0Y)? < E(lyso) E(Y?) = P(Y > 0) E(Y?)

ce qui finalement en réarrangeant donne bien

PY >0)>

2. La premiere inégalité est un cas particulier de celle de Markov, la seconde est obtenue en

passant au complémentaire et en appliquant ce qui précede.
O

Exercice 41.14 (Inégalité de Cantelli). Soit X une variable aléatoire admettant un moment
d’ordre 2. Soit € > 0.

1. Montrer, en utilisant le résultat de I'exercice [41.13]:

62

PX>BX) —¢) 2 g

2. En déduire une majoration de P(X < E(X) —¢) puis une majoration de P(|X - E(X)| > ¢).
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Solution. 1. Appliquer le résultat évoqué a la variable aléatoire Y = X — E(X) + ¢.
2. Passage au complémentaire pour la premiére majoration. Ensuite,
PIX—EX)|>e)=PX-EX)>¢)+PX-EX) < —¢)
=P(-X<E(-X)—¢)+ PX<E(X) —¢)

2 Var(X)
~ Var(X) + &2

puisque Var(X) = Var(—X).

2 Var(X)
P(X-EX)|[>¢) < Var(X) + 2

Exercice 41.15 (Inégalité de Paley-Zygmund). Soient X une variable aléatoire positive possé-
dant un moment d’ordre 2 et A €]0, 1[. Montrer

(1 -V EX)?

P(X > AE(X)) > )

On pourra utiliser X' = X1x> g(x)-

Solution. Comme X est positive, E(X) > 0. De 14,
X' =Xlxsrgx) = XIx_agx)>0 > X — AE(X)
ce qui fournit en passant a ’espérance
E(X) > (1-)NEX)

or par Cauchy-Schwarz
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Exercice 41.16 (Inégalité d’Hoeffding). Soit X une variable aléatoire réelle vérifiant presque

stirement
a<X<b

Pour t € R, on définit
p(t) = In(E(e"™)).
1. Calculer ¢(0), ¢’'(0) et ¢"(t). Reconnaitre en ¢’ (t) une variance et la majorer sachant que
a<X<bh

2. En déduire
(b— a)2t2>

E(e") < exp < 2

3. Montrer que le % est optimal. Variables de Rademacher.

4. Application : inégalité de Bernstein. Soit (Xj)r>1 une suite de variables aléatoires réelles
vérifiant presque stirement
ap < Xi < by

On pose S,, = X1 + ... + X,,. Montrer que
E (et(Sn_E(Sn))) < exp ﬁ i(bk _ ak)Q
- 8 k=1

et en déduire une majoration pour P(S, — E(S,) > ¢).

Exercice 41.17 (Variables sous-gaussiennes). Etant donnés o > 0 et X une variable aléatoire
réelle, on dit que X est a-sous-gaussienne si

242
VteR, E (etx) < exp <a2t> .

1. Soit ¢t € R. Vérifier que
x — exp(tx)
est convexe.
2. Soit X une variable réelle bornée par 1 et centrée. Montrer que X est a sous-gaussienne.
On pourra montrer l'inégalité de convexité

1 1-
exp(tz) < %et + Tx67t

3. X une variable a-sous-gaussienne et A > 0. Montrer que

/\2
P(IX[ > )) < 2exp (22>
a




Chapitre 42

Fonctions génératrices

Exercice 42.1. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N.

Montrer
Gx+y = GxGy.

Solution. On peut faire un calcul brut mais trivial. Voici une autre preuve, encore plus rapide.
Pour ¢ € [0, 1], par indépendance de X et Y,

Gx4y(t) =E (") =E (t*tY) = E (t*) E (t¥) = Gx(t)Gy ().

O
Exercice 42.2. Donner la fonction génératrice d’une variable
1. binomiale,
2. géométrique,
3. de Poisson.
Solution. 1.
(Gx(t) = (1—p+pt)"
2.
pt
Gy(t) =
Y( ) 1 — (1 _ p)t
3.
Gz(t) — e)\(t—l)
O

Exercice 42.3. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N et m dans N. Montrer que Gyx
est de classe C™ sur [0, 1] si et seulement si E(X™) < +oo.

Dans le cas contraire, quelle est la limite de Gg(m)(t) lorsque ¢ tend vers 17
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Exercice 42.4. On se donne (X,,),>0 une suite de variables aléatoires iid & valeurs dans N, N
une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante des X; et on pose :

N
Sy = in.
=1

Montrer que la fonction génératrice de Sy est Gy o Gx.

Solution. Montrons d’abords que Sy est une variable aléatoire. On a bien Sy : (Q,7,P) —
(N,P(N)). Pour k dans N,

o0 oo

Sn=k=[JOx=ketN=j| =[] ((N=j)(Sx=k))

=0 =0

donc (Sx = k) est un événement. Sy est bien une variable aléatoire.
Soit t € [0, 1]. Dans [0, +o0],

Ggy (t) ZP n)t" = Zt”ZP =n)

n=0 7=0
=Y Y P(U=/)P(S; =n)t"
j=0n=0
d’ou
Gy (t) =Y P(N=j) Y P(S; =n)t"
§=0 n=0
Gs.(t)
:P( GSO +ZP _] GX1+ AX; (t)
=1
+ZP j) Gx, (t)...Gx, (t)
N———
(Gx(t))7
=Y PN =4)(Gx(t))
§=0
Ainsi

| G, = Gy 0 Gx |
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